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E i» publiant cet Ouvrage , fruit de plusieurs années 
d’enseignement, je suis loin de mettre en doute le mé- 
rite de quelques-uns de ceux qui l’ont précédé. Je pense 
que, le champ de la science étant ouvert à tout le monde , 
chacun est libre de le parcourir dans le sens qui lui pa- 
rait le plus convenable , mais sans avoir le droit de blâ- 
mer ceux qui ont pris une autre direction que lui. Je ne 
m’établirai point juge dans ma propre cause ; je laisse 
aux lecteurs instruits à assigner à cet Essai la place qui 
lui convient , et la seule chose que je desire qu’on y re- 
connaisse , c’est l’intention de me rendre utile. Je n’ai 
point ambitionné d’élre neuf : dans un ouvrage de celte 
espèce , ce serait sans doute une prétention ridicule. Je 
n’ai cherché non plus à imiter personne , parce que je 
crois que la seule manière de réussir est de marcher di- 
rectement au but, sans regarder si l’on a suivi les erre- 
mens des autres, ou si l’on s’en est éloigné. 

On pourra s’étonner de ne trouver ici ni la Trigono- 
métrie sphérique , ni la Géométrie à trois dimensions. 

Mais d’abord, je crois avoir renfermé sous un petit 
volume tout ce que l’on peut raisonnablement exiger sur 
cette partie des jeunes gens qui se présentent aux examens 
de l’Ecole Polytechnique ; et d’ailleurs je compte publier 
par la suite la seconde partie, qui contiendra la Trigono- 
métrie sphérique et l’application de l’Algèbre à la Géomé- 
trie à trois dimensions, et principalement aux surfaces du 
second ordre, en suivant littéralement, autant qu’il sera • 
possible, le plan que j’ai suivi ici. 
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TRIGONOMÉTRIE. 



PARAGRAPHE 


Notions préliminaires. 


1. Dans l’acception exacte du mot, la Trigonométrie est 
la mesure des triangle» ; maïs elle a emprunté ce nom du but 
vers lequel avaient été d’abord dirigées les considérations qu'elle 
renferme , et il est arrivé , comme dans presque toutes les par- 
ties des sciences , que ce qui la composait en entier n’en est 
devenu qu’une application particulière : et même , à propre- 
ment parler, la Trigonométrie, très-bornée dans ses élémens , 
très-féconde dans ses applications , ne devrait être qu’un cha- 
pitre de Y Application de l’ Algèbre à la Géométrie. 

Le véritable but de la Trigonométrie est de parvenir â Faire 
entrer les angles dans le calcul , en substituant à leur place des 
lignes choisies convenablement. 

a. Supposons (fîg- 1 ) qu’autour du point O de la ligne A" A , 
on fasse , au moyen des droites Om , CW, etc. , les angles 
AOm, AOm , etc., et qu’à la distance fixe OA on élève 
sur A' A la perpendiculaire indéfinie AT. Cette perpendicu- 
laire coupera chacune des lignes Om , Om' , etc. , et les parties 
Am, Am ' , etc. seront déterminées dès que les angles seront 
connus , et féciproquement. Si l’on suit la marche simultanée 
des angles et des parties de la perpendiculaire , on voit que ces 
dernières augmentent à mesure que les angles augmentent 
eux-mêmes, mais que leur accroissement est beaucoup plus 
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a TRIGONOMÉTRIE. 

rapide que celui des angles et même illimité; ensorte que 
lorsque l’angle AOm est droit , la ligne Am e-t plus grande 
qu’aucune quantité assignable , puisque Om devient alors OB 
parallèle à AT. Lorsque l’angle AOm devient obtus , la ligne 
Om ne rencontre plus AT en-dessus de AA', mais en-des- 
sous, comme il arrive pour l’angle AOm", dont le côté Om" 
prolongé rencontre en (a le prolongement de AT. Il est clair 
d'ailleurs que la partie A,a décroît à mesure que l'angle croit, 
jusqu'à ce qu’elle devienne zéro, ce qui arrive quand Om“ se 
confond avec OA'. 

Or il est aisé de prouver que l'opposition de direction se 
manifeste dans le calcul par l’opposition f de signe. En effet, 
soit le point fixe A et les deux points M et M' (fig. 2) ; que 
B soit un autre point fixe dont la distance au point A soit a ; 
supposons d’ailleurs que la distance AM soit égale à la dis- 
tance AM' ; on aura 

BM—a + AM , BM 4 —a — AM' — a — AM\ 

partant si l’on veut comprendre dans une seule expression 
les distances du point B aux points M , M' , il faut , pour 
passer de l’une à l'autre , changer le signe de AM. Donc si 
la distance du point A au point M est regardée comme 
positive, la distance du point A au point M' sera négative. 

En appliquant cette remarque aux parties Am , Am! , etc. 
A[a , on voit que si l'on suppose les premières positives, A[a 
sera négative. De sorte qu'une valeur donnée de Am appar- 
tiendra à un angle aigu ou à un angle obtus , suivant que cette 
valeur sera affectée du signe -f- ou du signe — . 

Si l’on obtient donc d’une manière quelconque la valeur de 
'Am correspondante à un angle donné AOm, on pourra faire 
entrer dans le calcul la ligne Am au lieu de l’angle AOm, 
pourvu que l’on puisse réciproquement retrouver l'angle cor- 
respondant à une valeur donnée de Am. C’est à quoi l’on par- 
viendra, si, regardant la distance OA comme constante, on 
forme une Table qui contienne les valeurs de Am pour tous 
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TRIGONOMÉTRIE. 3 

les angles possibles depuis zéro jusqu’à l’angle droit , puisque 
l'angle obtus fournit pour Am la même valeur, au signe près, 
que son supplément. 

3. Mais on peut remarquer que si du point O {Jig- 3), comme 
centre, et du rayon OA , on décrit une circonférence , la ligne 
AT lui sera tangente , et par conséquent les différentes lignes 
Am , Am' , etc. sont les parties de la tangente comprises entre 
le rayon qui lui est perpendiculaire , ou le côté commun à 
tous les angles, et le rayon qui passe par l’extrémité des arcs 
qui servent de mesure .aux angles AOm, AOm , etc. C’est de 
là que les lignes Am , Am', etc. ont pris le nom de tan- 
gentes trigonnmétriqhes des angles AOM , A OM', etc. ou 
des arcs AM , AM' , etc. et les lignes Om, Om' , etc. celui de 
sécantes trigonométriques. 

En introduisant le cercle dans nos considérations, nous ne 
cbangeons absolument rien à la nature des lignes Am, 
Am', etc. ; il en résulte seulement pour elles une dénomina- 
tion assez naturelle et une extension d'usage, puisque d’après 
la liaison intime des angles et des arcs de cercle , on peut éga- 
lement faire entrer les tangentes dans le calcul, comme appar- 
tenant à des angles ou à des arcs de cercle. Mais il en résulte 
encore que nous appercevons une autre espèce de lignes qui 
peuvent servir au meme usage que les tangentes -, ces lignes 
sont les perpendiculaires MP , MP ', etc. abaissées des difFé — 
rens points M , M', etc. sur le diamètre constant A'A, et l’on 
peut former avec elles une Table comme avec les tangentes : 
on les nomme sinus des angles ou des arcs. 

4- Si l’on suit la marche des sinus, comme on a suivi celle 
des tangentes, on verra sans peine que le sinus d’un arc ou 
d’un angle nul est nul lui-même , qu’à mesure que l’arc aug- 
mente le sinus augmente , jusqu’à ce que l’arc devienne égal 
au quart de la circonférence dont le sinus est égal au rayon ; 
mais ensuite le sinus commence à diminuer, et il passe dans 
ses décroissemens par tous les degrés où il a déjà passé. Comme 
il reste toujours positif, il est clair que la connaissance du 
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sinus seul ne suffit pas pour déterminer l’angle entièrement, 
puisque le même sinus appartient évidemment à un angle et à 
son supplément. Nous verrons plus bas comment on peut 
achever de déterminer l'angle. 

5. Quoiqu’on ne puisse , à la rigueur , considérer d'angles 
plus grands que la somme de deux angles droits , on peut avoir 
des arcs plus grands que la demi-circonférence; ce que nous 
avons dit (n* 2 ) sur les tangentes des angles aigus ou obtus , 
s’applique aux arcs qui ne surpassent pas la demi-circonfé- 
rence, il nous reste à suivre la marche des sinus et des tan- 
gentes pour les arcs plus grands que la demi-circonférence. 
On reconnaît avec la plus grande facilité que, pour les arcs 
compris entre la moitié et les trois quarts de la circonférence , 
les sinus croissent en même temps que l'arc, de sorte que le 
•inus de la demi-circonférence est nul ; que celui des trois 
quarts est égal au rayon. Pour les arcs compris entre les trois 
quarts et la circonférence, les sinus décroissent pendant que 
les arcs croissent, de sorte que tout se passe comme dans la 
première moitié de la circonférence; mais il faut bien remar- 
quer que la direction des sinus étant opposée , ils doivent Être 
négatifs pour les arcs plus grands que la demi-circonférence. 
D 'où l’on peut conclure que deux arcs ont même sinus, 
lorsque , pris ensemble , ils forment la demi-cirConférence ; 
et qu’ils ont même sinus, au signe près, lorsqu’ils diffèrent 
entre eux de la demi-circonférence , ou que leur somme est 
égale à la circonférence. 

Quant aux tangentes , on voit de même que les arcs compris 
entre la moitié et les trois quarts de la circonférencfe ont leur 
tangente positive , pourvu que l'on fasse attention que pour 
J’arc ADA'M'’, par exemple, ce n’est que le prolongement 
du rayon OM " qui rencontre la perpendiculaire AT-, les arcs 
compris entre les trois quarts de la circonférence et la cir- 
conférence entière ont leur tangente négative : généralement, 
deux arcs ont rigoureusement même tangente lorsqu’ils dif- 
fèrent entre eux de la demi-circonférence; et ils ont même 
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tangente , au signe près , lorsque leur somme est égale à la 
demi-circonférence , ou à la circonférence entière. 

Si l’on représente par t la demi-circonférence, par r le 
rayon, et par sin A, tang^f le sinus et la tangente d’un arc 
A , on aura donc, en vertu de ce qui précède. 


ain o = 

O» 

tang o = 

O 




rr 

t 


sm- = 
□ 

r. 

tang - = 

o 

• 

«in v = 

0 , 

tang rr = 

o 


. 3^r 



1 


8in — = 
a 

— T, 

tang — =- 

o 

\ 


sin ( t — a) ss sin a, tang ( sr — a) = — tanga 
sin ( *r-J-a) = — sin a , tan g ( fr-f -a) = tang a 
sin (air — a)=— sin a, tang (air — à) — — tanga. 

On considère même quelquefois des arcs plus grands que la 
circonférence, ou plus grands qu’un certain nombre de fois 
la circonférence ; mais il est évident que le sinus et la tan- 
gente sont les mêmes pour l'arc proposé , et pour celui dont il 
excède la circonférence ou un multiple de la circonférence ; 
de sorte qu’on a en général , h étant un nombre quelconque 
entier , 

sin = sin a , tang (a&T-f-o) = tang a , 

et si l’on observe que (2&-j-i)tr = aAT-J-ir,on aura de même 
généralement 

sin{(aft-|- i)ir-f- a} = — sin a, 
tang {(aft -f- i)t -fa} = tanga; 

et comme akr — a — a ( — 1 ) t -f st — a, et ( aft -f i ) 
«r — a = ükir -f - t — a , 

sin(a/«r — a) = — sin a, tang (afeir — a) — — tanga; 
sin {(aft -f- i)t— -a) = sin a , 
tang { (a& -f i) T — c J — — tang a. 


? 
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6. Le raisonnement par lequel nous avons prouvé (n° a) que 
les distances directement opposées sont de signes contraires, 
s’appliquerait également aux arcs de cercle , de sorte que par 
rapport au point A , si l'on regarde l'arc AM comme posi- 
tif, l’arc AM” situé sur la demi-circonférence inférieure 
devra être regardé comme négatif. Cela posé , la valeur du 
sinus et de la tangente d’un arc négatif —a est identiquement 
la même que celle du sinus et de la tangente de l’arc ht — a, 
c'est-à-dire qu’on a en général 

sin( — à)=— -sine, tang ( — a) = — tanga. 

7. Nous avons déjà fait remarquer (n® 4 ) que la connais- 
sance du sinus ne suffit pas pour déterminer entièrement l’arc 
auquel il appartient ; mais si l'on considère les distances 
OP, OP etc. du centre au pied du sinus, on verra que 
pour l’arc nul la distance OP est égale au rayon; qu’à mesure 
que l'arc augmente , cette distance diminue jusqu'à ce que 

l’arc soit égal à -, pour lequel elle est nulle. Si l’arc continue 

d’augmenter, la distance OP augmente de plus en plus, et 
devient enfin une seconde fois égale au rayon ; mais comraé , 
dans ce cas , elle est dans une direction opposée , elle est 
négative. Quand l'arc surpassa la demi-circonférence , la dis- 
tance OP diminue de nouveau, mais reste toujours négative; 

elle est nulle pour l’arc , et recommemce ensuite à aug- 
menter positivement, jusqu'à ce qu’elle devienne encore égale 
au rayon pour l’arc sv ; de sorte que cette distance est la 
même pour deux arcs qui , pris ensemble , forment la circonfé- 
rence, et qu’elle est la même, au signe près, pour deux 
arcs dont la somme ou la différence est égale à la demi-cir- 
conférence. D’ailleurs, pour les arcs compris entre o et^, 
MP et OP sont tous deux positifs; pour les arcs compris 
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entre * et», MP est positif., et OP négatif; pour les arcs 

compris entre » et —, MP et OP sont tons deux négatifs; 
3 » 

enfin, pour les arcs entre — et 3», MP est négatif et OP 

positif. Donc l’arc AM est entièrement déterminé, si l’on 
connaît la valeur du sinus et le signe de la distance OP , ou 
le signe de MP et la valeur de OP , au moins pour les arcs 
plus petits que la circonférence. 

On voit facilement que la distance OP est toujours égale , 
abstraction faite du signe , a la perpendiculaire MQ abaissée 
du point M sur le diamètre B B', c'est-à-dire , au sinus de 
l'arc BM, si l’on concevait cet arc rapporté à l’origine A. 
Or on appelle cosinus d’un arc le sinus du complément 
de cet arc ; et connue le complément d’un arc est ce qui reste 
lorsqu’on le retranche du quart de la circonférence , il s’en- 
suit que le complément est positif ou négatif, suivant que l’arc 

est plus petit ou plus grand que -. Si donc nous désignons 

par cos A le cosinus d’un arc quelconque A, nous aurons 
généralement 

cos -j- = sin ^ — J — a^=sin( — à)— — sina. 

H résulte de là que , quelque part que se trouve le point M 
sur la circonférence , le cosinus de l’arc AM est égal à la dis- 
tance OP et de même signe. En effet, si le point M te trouve 
entre A et B , le cosinus sera positif et égal à MQ ; si le point 
M est entre B et A', en M", par exemple , on aura AM" 

— - -f- BM" , cos AM" sera par conséquent égal à — sin 

BM ", et comme l'arc BM" est pins petit que ^ , son sinus 

sera positif; donc cos AM" sera négatif et égal d’ailleurs à la 
perpendiculaire M“Q‘ , On reconnaîtra de même que le co- 
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sinus est négatif, quand le point M se trouve entre A et 
B'\ qu’il est positif, quand le point M se trouve entre B' et 
A, et comme il est toujours égal à la perpendiculaire MQ , 
on peut en conclure que les distances OP , OP ' , etc. sont 
précisément les cosinus des arcs AM, AM', etc. 

8. Puisque deux arcs ont même tangente lorsqu’ils diffèrent 
de la demi-circonférence , la connaissance de la tangente d’un 
arc ne suffit pas non plus pour déterminer cet arc ; mais en 
considérant les sécantes Om, Om', etc. (Jîg- 4)> on Y0 ‘* 
que si l’arc est nul la sécante est égale au rayon , qu’elle croit » 
en même temps , mais beaucoup plus rapidement que lui , ainsi 
que le fait la tangente ; que , comme cette dernière , elle devient 
infinie quand le point M se trouve en B , c’est-à-dire , quand 

l’arc est égal à -. Si, l’arc augmentant toujours, le point M 
2 

se trouve en M' , entre B et A' , la sécante ne rencontre plus 
la tangente AT au-dessus du diamètre AA ' , mais au-dessous. 
Quoique les sécantes ne soient pas dans ce cas directement 
opposées aux premières , on peut cependant prouver aussi ri- 
goureusement qu’au n° a , que les dernières sont négatives. 
Car si l’on prend un point quelconque C sur le prolongement 
du rayon OM , on aura 

Cm=CO 4-^bm. 

Si l’on prend de même sur le prolongement du rayon OM' un 
point C à une distance OC = OC , on aura 

Cm' = CO— Om' ~CO — Om' . 

Donc si l’on veut que la même formule algébrique soit appli- 
cable aux deux cas, il faudra, pour passer de l’une à l’autre , 
changer le signe de Om, c’est-à-dire, le signe de la sécante. 

On se convaincra de même que la sécante est négative, pour 
les arcs dont l’extrémité tombe entre A et B' , et qu’elle est 
positive pour ceux dont l’extrémité tombe entre B 1 et A. 
D’ailleurs on reconnaîtra aisément que deux arcs ont même 
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TRIGONOMÉTRIE; g 

sécante, lorsque leur somme est égale à la circonférence, et 
même sécante , au signe près , lorsque leur somme ou leur 
différence est égale à la demi-circonference. 

g. La tangente et la sécante du complément se nomment 
cotangente et cosécante. On prouvera facilement : i°. que la 
cotangente est de même signe que la tangente ; que la cosé- 
cante est de même signe que le sinus ; 2 °. que si l'on, élève au 
point B une perpendiculaire BT * , les parties Bn, Bn , etc', 
seront les cotangentes, et les parties On, On', e te. les cosé- 
cantes , quant à la grandeur et quant au signe. Comme on ne 
peut éprouver aucun embarras d'après ce qui a été dit précé- 
demment, nous laisserons au lecteur à faire lui-même ces dé- 
veloppemens.- Nous avons seulement renfermé dans la table 
cr-jointe , pour toutes les lignes trigonométriques , les rela- 
tions indiquées jusqu'à présent, et qui sont analogues à celles 
du n° 5.' Pour compléter cette table, nous y avons fait entrer 

» a ta 3 T 

]es lignes trigonometriques des arcs - -f- a , — — (- a , [qui se 


déduisent facilement des autres, puisque — -|- a =tT f -a 



\a J 




ou 


Nous observerons encore que ce que nous avons dit sur les 
sinus et tangentes de? arcs plus grands que la circonférence, 
s’applique évidemment à toutes les lignes trigonométriques, 
de sorte que l’arc qui surpasse la circonférence ou un 
multiple de la circonférence, a les mêmes lignes trigônomé- 
triques que l’arc dont il excède la circonférence ou le multiple „ 
de la circonférence. D'après cela , on ne peut éprouver de dif- 
ficulté , non-seulement à comprèndre toutes les formules que 
renferme cette table , mais encore à la construire soi-même. 

Il est extrêmement nécessaire de se rendre ces relations fami- 
lières, car l’usage s’ en présente à chaque instant dan» la 
suite. 
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§ IL 

Des relations qui lient entre elles les différentes lignes 
trigonomc triques, relatives à un même arc, ou a des 
arcs différens. 

JO. C^OAND l’arc est donné, les différentes lignes trigono- 
métriques qui lui appartiennent sont déterminées, ainsi elles 
sont fonction de cet arc , et par conséquent fonctions les unes 
des autres-, il est facile de trouver les relations qui les lient 
mutuellement. 

1°. Les sinus et le cosinus d’un arc a formant avec le rayon 
un triangle rectangle dont cç dernier est l’hypoténuse , on a 

sin J a + cos’a = r* (i) , 

r étant le rayon , et sin*a , cos*a les quarrés de sin a , cos a 
respectivement. 

a®. La tangente et le rayon formant avec la sécante un 
triangle rectangle dont cette dernière est l'hypoténuse, on 
aura 

tang a a r* = séc*a (a) 

3®. D’ailleurs ces deux triangles étant semblables, et ayant 
pour çôtés homologues d’une part cosa, sin a et r, d’autre 
part r, tang a, séc a, il en résulte 


r sin a = cos a tang a (3) , 

r* = cosa séc a ........ . (4) • 


4®. Ces relations qui ont lieu entre les lignes qui appar- 
tiennent à l’arc a, auront lieu également entre celles qui ap» 
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partiennent au complément ; il suffira d'y changer sin a , cos a , 
tanga, séc a, en cos a, sin a, cot a, coséc a respectivement. 
L’équation (i) reste la même, et les trois autres deviennent 

cot’a + r* = coséc a (5) , 

r cos a = sin a cota (6), 

r* = sin a coséc a. .. . (7). 

Ces équations renferment les relations cherchées; mais puis- 
qu’il y en a sept, et seulement six quantités, deux de ces 
relations doivent être renfermées dans les autres. En effet , si 
l’on élève au quarré chacune des équations (3) et (4) > et 
qu'on les retranche, on trouve 

r» (r 4 — si n’a) =s cos’a (séc’a — tang’a) ; 

ou , comme par l’équation (1), r* — sin’a = cos’a, 

r* = séc’a — tang’a , 

ce qui est précisément l’équation (a) ; on déduirait de même 
l’équation (5) des équations (i), (6) et (7). Ainsi les équations 

r sin a = cos a tanga, r cos a := sin a cota 
r* = cos a séc a, r* = sin a coséc a 

si n’a -f- cos’a =r r* 

expriment toutes les relations qui existent entre les lignes 
trigonométriques qui appartiennent à l’arc a. On en tire sans 
peine la valeur de chacune de ces lignes en fonction d'une 
quelconque des autres. La table II renferme toutes les for- 
mules qui en résultent, et avec lesquelles il est aussi nécessaire 
de ce familiariser qu’avec celles de la table I. 

Les plus remarquables sont celles que donnent directement 
les équations 

sin*a-f- cos’a =r*, r sin a= cos a tanga, r s =cosaséca; 
la première apprend que le quarré du sinus plus le quarré 
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du cosinus est égal au quarre du rayon ; la seconde donne 


tang a — 


r sin a 
cos a ' 


c’est-à-dire , que la tangente est égale au produit du sinus 
par le rayon divisé par le cosinus. La troisième donne 


, r* 

sec a — , 

cos a 


c est-à-dire , que la sécante est égale au quarrè du rayon 
divisé par le cosinus. L’équation r cos a = sin a cot a donne 
aussi 


donc 


cot a = 


r cos a 
sin a ' 


tang a cot a es r*. 


La valeur de tanga prouve que la tangente est positive ou 
négative , suivant que le sinus et le cosinus sont de même signe 
ou de signe différent ; celle de séc a prouve que la sécante est 
de même signe que le cosinus ; enGn l’équation tang a cot a =r% 
prouve que la tangente et la cotangente sont toujours de même 
signe ; résultats qui s’accordent avec ce que nous avons vu 
plus haut (S !•)• 


11. Nous remarquerons , en passant, que pour l’arc égal au 
' demi-quart de la circonférence , le sinus est égal au cosinus. 
Ainsi 


a sin 1 



ou 




le double signe qui affecte cette valeur provient de ce que 
dans l’équation sin*a -f cos’a = r* , nous ne pouvons pas ex- 
primer que sin a = cos a , mais que sin s a = cos*a ; ce qui 
permet qu’on ait ± sin a ~ ± cos a , et que sin a et cos a soient 
positifs ou négatifs , les signes étant même indépendans. Pour 
le cas déterminé dont il s'agit , le sinus et le cosinus sont f>o~ 


1 
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si tifs ; ainsi l'on a 


d'où 



r r \/a 

ÿa a * 



i3 


Donc , pour la moitié d’un angle droit , la tangente est égale 
au rayon , ce qui était évident par soi-même , et la sécante 
est double du sinus ou du cosinus. 

îa. lin arc a étant donné, si l’on suppose qu’on l’augmente 
ou qu’on le diminue d’une certaine quantité, les lignes trigo- 
nométriques qui lui appartiennent éprouveront une variation 
dépendante des lignes trigonométriques relatives à l'arc donné 
et à l’arc qu’on lui ajoute ou qu’on lui retranche , de sorte 
qu’il s’établit entre ces quantités des relations que nous allons 
chercher à déterminer. Mais par le n* précédent, on sait que 
dès que l'on connaîtra une des lignes trigonométriques, on 
peut en déduire toutes les autres ; ainsi il suffira de chercher 
le sinus et le cosinus. . 

i3. PROBLÈME. Étant donnés les sinus et cosinus de deux 
arcs , trouver le sinus et cosinus de leur somme. 

Soient les arcs AM , MM, (Kg. 5) que nous désignerons par 
a et b ; si l’on mène le rayon OM , et du point M' la per- 
pendiculaire M'P' sur ce rayon , elle sera évidemment égale 
au sinus de l'arc MM' , et OP' en sera le cosinus. Cela posé,, 
si du point P' on mène P" p perpendiculaire , et P'q parallèle 
à OA , le sinus M'P" sera divisé en deux parties M'q et qP", 
qu’il est facile de calculer séparément , la première au moyen 
des triangles semblables M'qP ' et OPM ; la seconde au 
moyen des triangles semblables OpP' et OPM. 

Les triangles M'qP' et OPM donnent 


M'q _ OP 
M'P ' ~'OM’ 


d’où M'q 


OP. M'P' smbcosa 
(JM — r 
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les triangles OpP' et CLPJf donnent, en observant que P' pz=q P", 


CI P" MP J. - ryi OP 1 .MP sin a cos A 

ÜM‘ doù 


OP' 


donc 


sin (a -f- A) = 


OM ~~ 
sina cosA -f- sin A cos a 


On trouvera le cosinus , en observant que OP"= Op pP" 

qP' = pP", et que les memes triangles semblables donnent 

pP" MP ... _ MP.M'P' sin a sin 6 


WV~~77M' doù P [ = 


_Op OP 
OP' ~~ O M 


, d’où Op = 


OM } 

OP 1 . OP cos a cos A 


et partant 


cos (a -f- 6) = 


OM ~ 
cos a cos b — sin a sin b 


l4- PROBLÈME. Trouver le sinus et le cosinus de la diffé- 
rence de deux arcs. 

Comme onac=o — b -f- b , les formules du n° précédent 
donnent 

r sina = sin (a— b') cos b -f- sin A cos (a — b ) 
rcosa = cos(a— b) cos b — sin A sin (a — A), 

on tire de ces équations, par l'élimination , 

• r l\ r (sin a cos A — sinAcose - ) 

v sin* b -f- cos* b 

sin a cos b — sin A cos a 


, , r (cos a cos A 4- sin a sin A) 

COS (fl — A) = — : — 

v J sin' A -f- cos* A 

cos a cos A -f- sina sin A 
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de sorte que pour passer des formules relatives à la somme 
à celles qui sont relatives à la différence , il n’y a qu’à foire 
sin b négatif, ce qui s’accorde avec ce que nous avons dit 
sur les arcs négatifs. 

On peut trouver directement le sinus et le cosinus de la 
différence de deux arcs , par une construction analogue 
à celle du n° i3. Soient AM, MM' les arcs donnés (fig. 6) ; 
si l’on mène OM , et du point M' la perpendiculaire M'P' 
sur ce rayon , M'P 1 et OP' seront respectivement égaux au 
sinus et au cosinus de l’arc MM' . Menant par le point P f les 
droites P'p et P'q , la première perpendiculaire , la seconde 
parallèle à OA , le sinus de la différence M’P 1 sera égal à 
qP“ — qM', le cosinus à Op-\-pP", et qP"=P'p, pP"=P'q. 
Or à l’aide des triangles semblables M'P'q , O P'p , OPM , 
on trouve 

sin a cos b sin b cos a 

qP" = , qM'= ; 


Opz 


cosacosb 


P P“~- 


r r 

donc , etc. 

i5. Problème. Trouver la tangente de la somme ou delà 
différence de deux arcs donnés a et b. 

On a généralement 

, . rsin(arhi) 

tang (a rt 6) = -rr; 

° K cos(o±é>) 

donc 

. ■ » x r (sina cosi rh sin b cosa) 

tang (a±b)— -i j : 

° v cos a cos b rp sin a sm b 

divisant les deux termes de la fraction par cos a cosb , 


( sin a sin b \ 

cos a cosi / 


tang (art b) = 




sin a sin b 
’ cos a ' cos b 
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tang a sin b tang b 


cos b ' 


donc 


tang ( a dt b) 


On trouvera de même, 

cot (adzb) : 


_ r “(tang a ± tang 6 ) 
r* + tanga tang b 

cote coti r* 


cot a ± coté 


nous ne nous arrêterons pas aux sécantes , qui présentent peu 
d’utilité, et que l’on trouvera d’ailleurs d’une manière analogue. 

16 On suppose ordinairement ces formules applicables à 
des arcs quelconques , quoiqu’elles n’aient été trouvées que 
pour des arcs dont la somme est plus petite que le quart de 
la circonférence ; à la vérité , pour chaque cas particulier , 
on peut imiter la construction du n° i3 , et même il est utile 
de s’y exercer; mais, de la manière suivante, on se convain- 
cra plus simplement de la généralité de ces formules. Nous 
commencerons par faire remarquer que , comme elles se tirent 
toutes de celles du n° l3, il suffira de faire voir que les ex- 
pressions données dans ce numéro pour le sinus et le .-cosinus 
de la somme sont vraies, quels que soient les arcs a et b. 
Cela posé: 

i°. Si la somme des arcs a et b est plus grande que 


T 

â 1 


et moindre que t , t — a — b sera plus petit que -. Or... 
ein (a -+•£) = sin (v — a — b)= sin — a-f- ^ — 6^, et 


comme on a 


(â- c +l-0 = , lEi Ki^) cos 6~0 +siD (^ _i ) coï G -û ) 


= - (cos a sin b + cos b sin a) , 


quand même - — b serait négatif, il s’ensuit que la formule du 
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nous s’étend aux arcs dont la somme ne surpasse pas la demi- 
circonférence. 

De même cos (a-f-A) =•— cos 0 — a ~h~ — A^, et partant 

co*( a +i)===-i{cos0-a)co»0-6)-sin0-a)sin0-6)} 

if. . , , , cos a cos A — - sina sinA 

= — - ( sina sinA — cosa cosA J= , 

donc toutes les formules sont vraies pour les arcs dont la somme 
ne surpasse pas la demi-circonférence. 

a°. Si a-f-A >*• et <aw, on aura a r—a — A<», 
d'ailleurs 


sin (a-f- A) = — sin (air — a — b) — — sin (w— a-f-sr — A) 
cos(a-f-A) = cos (air — a — 6)3= cos (ir — a-f-T— -A); 

partant 

sin (a-f-A) = — ^ { sin (rr — û)cos(t — è)-f-sin(-x — A)cos(t — a) } 

sin a cos b -f- sin b cos a 

— - ; 

cos (a-f-A) = ^{cos|(t — a)cos(ir — b) — sin(ir— a)sin(ir— A)} 

cosa cosA — sinasinA, 
r 

3*. Généralement, si a-f-A est compris entre a(m— i)-ret 

smi, on aura amrr — a — A<^air, et comme 

\ 

sin (a-f-A) 3= — sin (ami — a — A) = sin (oit — a-f-mir — A) , 
cos (a-f-A) = cos(amT — a — A) = cos (mi r — a+mr — A) ; 

on eu conclut 


\ 


sin (a-f-A) = — ^{sin (ma- — a)cos(mir — A)-f-sin(mir — A)cos(mir — a)}; 

cos (a-f- A)= i ( cos(mir — a) cos(mir— A) — sin (mrr — a) cos(mr— - A) } , 

a 
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or (Table I) sin(m:r — a) = ;p;sina, cos(m^ — a)= ifccosa , 
le signe supérieur ayant lieu quand m est pair , et le signe 
inférieur quand m est impair ; donc 


sm 


, . .. sina cos 6 + üab cosa 

(a + 6) = ; 


cos(a-f- 4 ) = 


cos a cos b — sin a sin b 


17. On déduit facilement des formules précédentes celles 
qui donnent les sinus, cosinus , tangente d’un arc double 
d’un arc donné ; en effet, on a 


sin aa = sin (a-f-a) ±= 
cos an — cos (a-f-a) = 
tang2a = tang(a-f-a) = 


2 sina cosa 
r 

cos “a — sin*a 
r 

2f*tanga 
r*— tangua’ ' 


...(a), 

...(a). 


La formule (a) peut, à l’aide de l’équation sin’a-f-cos’arnr*^ 
se présenter sous deux autres formes : 


a cos*a — r* , . r* — 2 sin*a ... 

cosa a— ...(4), cosaa = ...( 5 ). 


18. Les formules ( 4 ) et ( 5 ) donnent sur-le-champ la va- 
leur de sina et cosa en fonction de cosaa, c’est-à-dire, 
le sinus et le cosinus de la moitié d’un arc ; ces valeurs 


sont : 

cosa = 1/5 (r* + r cos aa) (8) , 

sin a = — r cos aa) (7) ; 


l’équation ( 3 ) , réduite et résolue par rapport à tang a , 
donne 

tang g— r S~-~ ~f~ tan g‘ fla ) (8) . . 

tang aa v 

Les valeurs (G), (7), (8) sont doubles à cause des radi- 
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eaux; il ne s’ensuit cependant pas que les sinus, cosinus, 
tangente de la moitié d’un arc donné soient susceptibles de 
deux valeurs différentes, ce qui serait absurde. Mais on doit 
faire attention que les arcs qui ont même cosinus que l’arc 
a a sont ( Table I ) compris sous les deux formes générales 
2mT -f-sa, anrr — sa; donc les moitiés sont m -f-a, mer— a. 
Or les sinus et cosinus de la moitié des arcs qui ont même 
cosinus que aa , doivent être donnés par la même équation ; 
donc les équations précédentes doivent donner sin(mTrta) , 
cos (m^dta). Il ne reste donc qu'à faire voir que ces sinus 
et cosinus se réduisent chacun à deux égaux et de signe con- 
traire ; or c’est ce qui est évident par la Table I, puisque 

sin (nvr — a) = ±: sin a , cos (mrr — a) cos a, 

suivant que m est impair ou pair, et qne 

sin (mf -f- a) = ~ sin a , cos (mr -f- c) = qr cos a. 


Ainsi, étant donné un arc par son cosinus, si l’on cherche 
le sinus de la moitié de l’arc auquel ce sinus appartient , q 
doit y avoir deux solutions, et les deux plus petits des arcs 
auxquels elles répondent sont, la moitié de celui qui est plus 
petit que le quart de la circonférence , et le supplément de 
cette moitié. 

On appliquera facilement à la tangente un raisonnement 
analogue. 


19. On a encore * 

. _ . , . sin a cos 20 -f- sin 2a cosa 

sin 3 a — sin (2a -f- a) 3= , 


cos 3 a = 


cos a cos2a — sin a sin 2 <2 


tang 3 n = 


r* (tang a -f- tangna) 
r*— tang a tang ua 


Attacboni-nous principalement aux deux premières ; en J 
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substituant les valeurs trouvées pour sin sa, cos a a, on obtient 


sin 3 a = — { sin a (cos’a — sin’c) -f- 2 sin a cos*e } 

= p (3 sin a cos'e — sin 3 a) , 

s 

cos 3 a — — | cos a (cos*a — sin*a) — 2 sin’o cos a J 
= jy (cos 3 o — 3 sin*e cos a) ; 

à l'aide de l'équation sin*a -f- cos'a = r* , on peut éliminer 
cos “a dans la première , et sin’a dans la seconde , elles de- 
viennent 

sin 3 a =■— ( 3 r* sin a — 4 sin 3 e} , 

cos 3 a — { 4 cos 3 a — 5 r*coso} ; 

donc , si l’on regardait l’arc 3 fc comme connu , et que l’on 
cherchât sin a et cos a, ils seraient donnés l'un et l’autre 
par une équation du troisième degré. 

On trouvera de même 

sin 4 a — "7 cos a (4r* sin a — 8 sin’a) , 

cos 4a = ^ (r* — 8r“ cos’a -f- 8 cos 4 u) , 

* . * 1 

sin 5 a = — ( 5 r* sin a — 2or* sin’a -f- 16 sin 5 o), 

cos 5 a = ^ ( 5 r*cosa — aor* cos 3 o -f- 1 G 005*0), 
etc. 

d’où l'on voit que le cosinus du quart ou du cinquième d’un 
arc donné dépend de la résolution d’une équation du qua- 
trième ou du cinquième degré. Quant au sinus , il est donné 
par une équation du cinquième degré pour la division en cinq 
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parties; mais pour la division en quatre parties, on ne pourra 
chasser cos a qu’en élevant au quarré et remplaçant ensuite 
cos a a par r* — sin 1 a, ce qui conduirait à une équation du 
huitième degré , qui est , au reste , réductible au quatrième. 

ao. Au moyen d’une indnction dont il est facile de démon- 
trer ensuite la légitimité , on pourrait parvenir aux formules 
générales pour sin ma et cos ma; mais nous croyons devoir 
préférer le moyen suivant , que donne un théorème remar- 
quable par sa simplicité , son élégance et sa fécondité. On y 
verr^un exemple de l’usage des expressions imaginaires dans la 
recherche des quantités réelles. 

Si l’on multiplie l’expression cosa -f-|/— 1 .sin a par... 
cos 6 + 1 / — 1 .sin è, on trouve pour produit 

cosa cos b — sin a sin b -f- (sin a cos b -f- sin b cos a) \/—i , 
ou (Probl. n 4 i3) * 

r {cos (a-f-ô) +[/ — 1 .sin («+£)}; 
donc en faisant b x: a, 

(cos a -f- V* — i .sina)* = r (cos aa -f- y — î .sin sa). 

Si l'on multiplie les deux membres par cos a-j-y — î.sina, 
on a 

(cosa-f- V / " 1 -*> na ) 3:=r (cos3a-f-j/-i . sin aa) (cosa-f- j . sina) , 

=r*(cos3a-f-l/-t .sin3a) ; 

de même 

(cosa — 1 sin a) 4 = r 3 (cos ^a-f-l/ — l .sin 4<i) , 

et en général 

(cosa-f- V* — t . sina)'*=r m— ’(cosma-f- y/ — i .sinma). 

Si l’on développe le premier membre de cette équation , 
et que l’on rassemble tous les termes réels d’une part , et 
tous les termes imaginaires de l’autre , elle prendra la forme 

A -f- Bÿ—i = cosrna -f- r m ~ 1 sin ma. \/ — î . 
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Or on prouve en algèbre , que dans une équation qui con- 
tient des termes réels et des termes imaginaires, la partie 
réelle et la partie imaginaire doivent se détruire séparément (*) ; 
donc on a nécessairement 

r m ~' cos ma — A , r"* - ' sin ma — B , 


et développement fait 


r* 1- ' cos ma— cos m a — m . cos” 

a 


m — i m — a m — 3 

+ m._ .-g-.— 


— *a sin*a 

cos m ~*a sin 4 a — e(tL 


r® -1 sin ma =mcos m ~'asiaa-m . î- . ^=^cosm m— 3 asin , a+ etc. 

a 3 

On voit par ces formules que cos ma ne renfermant que des 
puissances paires de sin a , on peut éliminer cette quantité à 
l’aide de l’équation sin*a -f- cos'a — r* : ainsi cos ma pourra 
toujours être exprimé en fonction de cosa. Quant à sin ma , 
on ne pourra en chasser cosa, sans introduire de radicaux, 
que pour les valeurs impaires de m; mais d’un autre côté , 
pour les valeurs paires , le développement de cos ma ne con- 
tenant que des puissances paires de cosa , on pourra l’ert 
chasser, et l'on aura ainsi cosma exprimé en fonction de sina. 
Or comme l’élimination n'altérera pas le degré du polynôme, 
il s’ensuit que si l’on regarde au contraire l’arc ma comme 
connu , et que l’on Fasse ma~A , sina et cosa seront donnés 
dans tous les cas par une équation de degré m. 

ni. Comme une équation de degré m a m racines, nous 




(') En effet, toute équation de celte espèce peut être représentée par 
a 4- b ^ — r = «'-{- i' y/ — I , 

a, a', b, b' étant des quantités réelles. Or si l’on n’avait pas a=aa', b=z V, 
on aurait a — a'sz(b'-b) v 4 — t ; c’est-i-dire , que la différence de deux 
quantités lécllea serait imaginaire , ce qui est absqrdc. 
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allons examiner quelles sont ces racines , et quelle est 
celle qui donne le anus de la m ,im ‘ partie de l'arc A. Pour 
simplifier cette recherche , noua supposerons que l’arc A ne 

. T 

•oit pas > 

Supposons m impair; ce sera sinma qui sera donné en 

fonction de sin a, ou ûnA en fonction de sin — ; donc en 

m 

faisant sin A=q, l'équation devra donner le sinus de la m iim ' par- 
tie de tous les arcs qui ont q pour 6inus. Or ces arcs sont 
compris dans les deux formules générales 

ukir A , (aft-f-i)sr — A\ 

«Jonc les arcs dont les sinus doivent être donnés par l’équation 
sont eux-mêmes compris dans les formules 

ukr A (a ft-f- i)t A 

» m m’ m m' 


Mais si l’on fait k=mh- f-k', k' étant , ce qui est tou- 
jours possible , les formules précédentes deviendront 

, . a ftV , A , (aé'-l-i)» 

m m m 

arcs qui ont même sinus que 

uk'rr A (aft'-f- Odr A 


A 
" m 1 


m 


m 


m 


m 


ainsi tous les arcs dont les sinus peuvent être donnés par l'é- 
quation se trouvent déjà réduits aux suivans : , 


A 
» 

ut A 
H » 

+ 

u (m — i)t , 

A 

m 

m m 

m m 

m 

m 

A 

A 

5rr A 

(a m — i)<r 

A 

m * 

m m’ 

m m’’ ’ 

m 

m 


Or on peut se convaincre encore que les arcs de la seconde ligne 


» 


/ 
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ont mêmes sinus que ceuxde la première. Soiten effet -f- — 

TtX Tllr 

un arc quelconque de la première ligne, — - 1 ^ — — un 

m m 

arc de la seconde; ces arcs seront tous deux plus petits que 
la circonférence, du moins tant qu’on n’a pas A >a7r , puis- 
que le dernier de la ligne (i), qui est le plus grand de cette 

ligne, esta ir — ~~ — » et que le dernier, c’est-à-dire , le 

7T -f A 


plus grand de la ligne (a) est s n — 


Ainsi les arcs 


aa.Tr A (a/3 -J - 1 )er *A 
m m ’ 


m m ne peuvent avoir même sinus que 

si leur somme est égale à 7 ou à 3v, ce qui donne les 
conditions 

3 m — i 




ou «e -f- /3 = - 


il ne s’agit donc que de voir si, quelque valeur qtfe l'on at- 
tribue à fit, on peut toujours déterminer 0 de manière à sa- 
• tisfaire à l'une des conditions. Or si et n’est pas plus grand 

que m ^ 1 , on pourra trouver, une valeur de 0 qui satisfasse 

à la première -, si et est > — , on pourra satisfaire à la 

seconde , et comme « < m , la plus petite valeur de 0 sera 

plus grande que ~~~~> a ' nsi aucune des valeurs de 0 qui 

satisfera à la première équation ne satisfera à la seconde, 

et réciproquement; donc pour différentes valeurs de et on 

aura des valeurs différentes de 0 ; donc enfin pour une valeur 

donnée de a . , on pourra trouver dans la seconde ligne un 

. • » . „ 3 fit TT , A , 

arc qui ait meme sinus que 1 arc , et on n en trou- 

^ ^ m m 

vera qu’un. Partant, les sinus des arcs de la seconde ligne 

•ont identiquement les mêmes que ceux des arcs de la pre- 


« 
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mière , et la première renferme tous les arcs dont les sinus 
doivent être donnés par l’équation. Or tous ces arcs sont dif- 
férens , du moins en général en effet pour que deux d’entre 

eux , -f- — t 2a - - 4- — , eussent même sinus, il faudrait, 

m m tn m 

comme plus hàlit , que leur somme fût t ou 3r, ce qui donne 


afit + a') t+ a A = hit, ou =3mT, 

équations qui ne peuvent avoir lieu , à moins que a A ne soit 

un multiple de v, et partant A un multiple de -. Donc , 

dans tout autre cas , les arcs de la ligne ( 1 ) auront des sinus 
différens; comme d’ailleurs ils sont en nombre m, et donnés 
par une équation du degré m , cette équation aura toutes ses 
racines reelles et inégales. • 


Les arcs compris depuis « = o jusqu’à a — — - — inclusi- 
vement, sont plus petits que * , car le plus grand d’entre 
eux, c’est-à-dire, celui qui correspond â — - est 

( [m — i)qr A rr — A 


ainsi leurs sinus sont positifs. Au contraire les arcs compris 

depuis *==^-±! jusqu’à *=m — i (inclusivement) sont 

plus grands que w, car le plus petit , qui correspond à 
m +1 

se = , est 

a 


(m+i> , A , t 4 -A 


et comme ces arcs ne sont pas plus grands que la circonfé- 
rence , leurs sinus sont négatifs. Or il y a nombres de 

,, m — 1 . . . m — x , . m -l-i 

puis o jusqu a — - — inclusivement, et — - — depuis — ^ — 
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jusqu’à m — 1 ", donc, le nombre des racines positives de l'é- 
quation surpasse (T une unité celui des racines négatives. 

Il ne nous reste plus qu’à comparer la grandeur des ra- 
cines à celle des arcs auxquels elles appartiennent, afin de 
pouvoir distinguer la racine qui appartient à un arc déter- 
miné. Or pour juger de la grandeur des sinus d’après la gran- 
deur des arcs, il faut que les extrémités des arcs que l’on 
compare se trouvent sur un même quart de cercle. Cela posé, 

,, 2 tir , A . t A ^3 ir 

1 arc sera <T - , si a < — : il sera < — , 

m m a 4 a rr a 

si . Nous distinguerons deux cas, suivant que 

m est de la forme 4 n + i 00 4 n + ®- 

i°. Si mc=4 n + i 1 la condition — — ■ devient 

* "T I » 4 27T 

t — a A 
*OH — 7z — ; 

ipr 

ainsi, comme a Ae^rr, on peut prendre <t —n ou < n ; 
c’est-à-dire, que tous les arcs compris depuis a=o jusqu’à 

a—n sont plus petits que ^ , et que les arcs compris de- 


puis ct = n-f-i jusqu’à « = an: 


• sont plus grands que 


Or, d’après ce que nous avons vu plus haut, les sinus de 

ces derniers arcs sont les mêmes que ceux de la ligne (a) 
compris entre j8=n — i etj8 = o respectivement, et comme 
les arcs correspondans aux valeurs de /S o, i...n — î, 

7T 

sont évidemment plus petits que - , les rapines de l’équation 

sont donc les sinus d’une suite d’arcs compris dans le pre- 
mier quart de cercle, qui sont 

a(n — i)7r+A anmArA 

• 1 " > — - — ; 
m m 

(an — l)rr+A 

m 


A arr+A éprJf-A 


m 
- A 


m m 

3 TT A 5 TT A 


( 3 ) 


m 


m 
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Parmi le» arcs (3) , il est clair que la différence de l’im des 
arcs de la ligne inférieure à celui qui lui répond dans la ligna 

, . , , , 7T — 9 A 

supérieure est constante , égalé a — — — , et par conséquent 

positive. D’ailleurs un arc quelconque de la ligne supérieure 
est évidemment plus grand que l’arc qui le précède dans la 
ligne inféllfeure; donc si, pour abréger, nous désignons par 
a, a", a' 7 ,. . . a ,n les arcs de la ligne supérieure, 

par a', a", a’,... a** -1 les arcs de la ligne inférieure, ces 
arcs sont disposés par ordre de grandeur, de la manière 
suivante : 

a, a', a", a m , a*<»-0, a**”', a’*-. 


ainsi le sinus de l’arc — est la plus petite racine positive de 
l’équation. 

Nous pourrions arriver à un résultat analogue pour les sinus 
négatifs, à l'aide de la condition — — , mais nous 

^ 4 27T ’ 

supprimons ce détail, qui deviendrait inutile; car, pour 
chaque cas particulier , on peut disposer les arcs et les racines 
par ordre de grandeur , et partant assigner l’ordre suivant 
lequel les racines doivent leur Être distribuées. Il était seu- 
lement nécessaire de faire voir, comme ci-dessus, que la 

yl > 

sinus de — était en général la plus petite racine. 

a°. Si m — An •+■ 3, la condition et < ^ — — devient 

4 a 7r 


* < n- 


3 rr — 9 A 
4 » ’ 


et comme on a certainement a A < 3vr , on pourra prendre 
a. — n ou < n ; d’où l’on tire facilement la même conclusion 
que pour le premier cas. 

Nous ne traiterons pas le cas où m est pair, quoique l’on 
puisse an tirer des résultats semblables. Car il est évideut qua 


Digitized by Google 


a$ TRIGONOMÉTRIE. 

\ # 

pour diviser un arc en an parties , on peut commencer par 
chercher le sinus de la moitié , et eqsuite diviser cette moitié 
en n parties égales , en opérant de même , si n est pair , et 
ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on parvienne à une division 
impaire qui se rapporte aux précédens. 

22. Nous avons vu , dans le n° précédent , que les sinus 
des arcs de la ligne (i) ne sont pas tous diffère!», quand A 


est un multiple de ? : comme nous supposons A non > 


nous ferons 2 A=v, et les équations 


2 (a + et') 7T -f- a A — mir , ou es 3m* 


deviendront 

et -f- <t' 



* + u' 


3 m — 1 
11 


Or m peut être de la forme 4 n -J- 1 , ou de la ferme 

1 °. Si m = 4 n + 1 » on aura 

et -f- a! = an , et -f- et' = 6n + 1 : 


en, faisant dans la première a~n , on a aussi «t'=n; mais 
pour toute autre valeur de <t , cette équation fournira une 
valeur différente de et'. Donc , parmi les arcs qui répondent 
aux valeurs o, 1, a,... an de <t, un seul aura son sinus 
différent de celui de tout autre arc , et c’est l’arc 


-f- * it 

am 2 ’ 

dont le sinus est r; quant aux autres, ils auront deux à 
deux même sinus. Dans la seconde équation , la plus petite 
valeur que l’on puisse attribuer à * est an 1 , puisque 4 n 
est Ja plus grande que a! puisse recevoir ; comme d’ailleurs 
on ne peut y faire «=«.', il s’ensuit que tous les arcs com- 
pris depuis « = an-}- 1 jusqu’à a=sm— 1 ont deux à deux 
même sinus. ' 
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a*. Si m = + 3 , on aura 

<* 4“ ^ « an -j- 1 f et -|- £t* r: 6 a j 

d’où l’on conclura facilement qu’au contraire tous les arcs 
compris depuis <t= o jusqu'à <t = a»-f- > , ont deux à deux 
même sinus , et que comme la seconde équation admet la 
solution <*=*'= 3n-(- a , parmi les arcs que donnent les 
valeurs a. = an -f- a , an-j-3 . .m — î, un seul aura son 
sinus différent de tous les autres. Cet arc est 


a (Gn +4) + * 3» 

a m a 1 

dont le sinus est — r. 

vr 

Ainsi lorsque A = - , c’est-à-dire, lorsque l’arc donné est 

le quart de la circonférence , l’équation a une racine simple 
égale à -J- r ou à — *-r, suivant que m est de la forme 4n+t 
ou de la forme 4 n- f"3, et toutes les autres racines sont 
doubles. Donc enfin, l’équation est divisible par x — r ou 
par x-f-r, et le quotient est un quatre, et partant elle peut 

se rabaisser au degré 

Cette circonstance particulière exceptée , tout ce que nous 
t avons démontré au n° précédent a lieu également ici. 

23. Les formules des numéros i3 et suivans conduisent 
à des relations qui sont d’une grande utilité dans les calculs 
trigonométriques ; nous allons faire voir comment on peut 
les en déduire. 

»®. Les valeurs 

• , . sin a cos b -f- sin 6 cos a 

sin (a-f-o) = , 

. , sin a cos b — sin b cos a 

san (a — b) — , 


cos (a-f-b) — 
cos (a — b) = 


cosn cos b — sin a sin b 


cos a cos b -j- sin a sin b 


1 
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donnent sur-le-champ 

. . , ... asin a cash \ 

sin (a+b) + *m (a— b) = 1 

asin b cos a I 

sin (a+b) — sm («—£>) = I 

r .} CI), 

.. , _ fl cos fl cos b I 

cos (a+b) + cos (a — â) = 1 

, , N , , a sin a sin b \ 

cos(c — b) — cos(a-f-o) = J 

formules qui servent à transformer des produit» de sinus et 
cosinus en sommes ou différences de ces mêmes lignes. 

p+a 

2 °. Si l’on fait a + bz=:p % a — b=:q, onaura # 

b = tülî ■ substituant ces valeurs dans les équations précé- 
a 

dentes , elles deviennent 

asin (^) ,C08 ( e i î ) 

»in p + sin q = — 

^(fcS).c(C±î) 

sin p — sin q — 

aC os(e±?). co s(e=3) 

cos p + cos q — 

25 in ( e T £ )- 5 in ( e T 2 ) 

cos q — cos p s= 

formules qui servent à transformer des sommes ou des diffé- 
rences de sinus et de cosinus en produits des mêmes lignes. 

5®. Si l'on divise les équations ( 1 ) deux à deux l’une par 
l'autre , on trouve , en ne prenant que les résultats essentiel- 
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lement diflerens , 

*in (c-f-i)-(-sin (a — fr)__sin a coa fr _ tanga . cot fr _ tag g a 

sin (a-f-fr)— sin (a— b) cosa 'sin fr r* tangfr 

sin (q-f-fr)-f-sin (a— fr) _ sin a__ tang a 
cos (a-f-fr) -f-cos(a — fr) cosa r 

sin (o-f-6)-f-sin (a— b ) cosfr cot fr 

cos (a — fr)— cos (a-f-6) sin b r \ 

sin (a+fr)— sin (a — fr) sin fr tang fr / * 

cos(a-f-fr)-|-cos (a — ô) cosfr r 

sin (a-f-fr) — sin (a — fr) cosa cota 

cos(a— fr) — cos C«+fr) "sin a T 

cos (a — fr) — cos (a-f-fr) sina sinfr tanga .tangfr 

cos(a-f-i)-f-cos(a— fr) cosacosfr r® 

et partant, 4*. 


sin p-f-sin g 
sin p — sin q 


“«(r?) 


sin ^-f-sin q 


tan 


P+q 

\<r • 1 » 


cosp-j-coaq 
sin p-f-sin q _ 

cot a 
a 

cos<7 —cos p 

r 

sin p — sin q 

,an 6 £=2 

° a 

cosp-j-cosq 

r 

cot E±2 

sin p — sin q 

a 

co*q — cos p 

tang^t^ 

cos q —cos p 

a 


.tang 


p=2 

2 


cosq -J-cosp ' 


tang 


cot 


r* 

P±S 

a 

P— <7 ~ 


tang 


cot 


P—' 9 

a 

P+? 


k ..(TV). 


« 
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5°. En observant que tiaA = cos — A ^ , et que 
cos ^ = sin^ - — ona encore 

sin » (ï+P—v)-™* i (p+Ç— \ ) 


*ïnp-\~cosq — 


smp—cosq = 
d'où 


asin i (p-f-q— I) . cos J 0+p— q) 


>• — CV). 


sinp+cosq t3n ® * (a 

tînp cosq ~ tang . 




G°. Pour les sommes ou différences de tangentes ou de 
cotangentes, 

' A — Kdpacos6±rsinfccosa) _ r»sin Ço±6) I 
cos a cos b cos a cos b 

coto± cot b = < s ' nbcosa± s™ acotb ) _ >*sin (b±a) 
sin a sin b sinasinè 

tangnrfc cot b= ^inasinérhcosoco s^^ ^cosC fep g), 
cos a sin i cos a sin b' 

tango — col b cos(a+6) séc(a — b) 

tanga-{- cotù cos (a — b) séc(a-j-6) 

7°. Si l'on suppose dans ces différentes formules que les 
arss soient égaux, un grand nombre se réduit à des équa- 
tions identiques, les autres donnent , savoir,, les formules (I), 


asmacosa 

sin2û= , cosaa-f-r: 


2cos“a a sin*n 

: ■: , r — cosaa= , 


formules déjà connues-, les formules (III), 

. sin 2 a tang a sin aa cot a 


r -J- cos s 


• cos a a 
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r — cos aa 

tang’a 


» -J- cos 3a ~ 

r* ’ 


les formules (Y), 


\ 

sin p -f- cos p = cos i 

('-?) 

■ ^ 
£ 

sin p — cos p — sin 

('-V 

i • V 2 » 

sinp — cos p tan £ 

(r-l 

^ tangp — r 

sin p -f- cos p 

r 

tang/> + r * 

enfin les formules (VI), 



tanga -f- cota = 

ar* 
sin aa 

/ 

=a a coséc aa 


3rcos2a 

» 


sin 2 a 

— — a cot aa. 

d’m\ tanga— cota 

cos aa 


tanga-ÿ- cota 

r 



8\ A l'aide des formules précédentes , on déduit facilement 

sin* a + sin »A = r* — r( - cm9 “ + cos 

a 


= r* — cos (a-f-à) . cos(a — b) 

cos*o + cos*A = r>+ ' (cos aa + cos a6 > 

a 

— /* ■+• cos (a-f-ô ) . cos (a— A) 
sin" « — sin* A = ™.»A (sinfl-f-sinA)(sinfl sinA) 

= sin (a-f-A . sin (a — A) 

sin* a + cos*A = r* - r ( C03aa - C0 » aA) 

a 

— r* — sin(a-f-à) sin (a — b) 

sin* a — cos“A = sin*A — cos*a = _ ^ coaaa + cosaè ) 

: a 

&= — cos (a-f-A) cos (a — A) 

3 
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un a cos a 


... , r (sinaa -f-sinaé) 

4- sm b cos b = — - 


== fin (a -h b) cos (a — b\ 

sin a co sa — sin b cos b = sin (a — b) cos (a+è) 

.. 4 sin (a-f-b) sin (a — b ) 

tang’a — tang*£> = v , J -r - 

6 ° cos o cos b 

. . r 4 sin (fr+i).sin(a — fr) 

cot*a — cot ‘b — - 7 - ■■ : ■ , v -. 

sm a sin o 


En combinant ces formules , on pourrait en trouver un bien 
plus grand nombre ; mais celles que nous venons de donner 
sont les plus remarquables et les plus utiles. On ne saurait trop 
recommander de se les rendre familières , ou du moins d’ac- 
quérir l'habitude de les déduire promptement de celles qui se 
seront gravées plus facilement dans la mémoire. On verra par 
la suite plusieurs applications de ces changemcns de formes , 
qui ont en général pour but de simplifier la recherche des lignes 
trigonométriques qui sont inconnues , et qui peuveut être en- 
gagées avec d’autres , ou de décomposer une fonction de ces 
mêmes lignes en facteurs , afin de pouvoir y appliquer le» lo- 
garithmes. 

Nous ferons remarquer particulière nient la relation 

sinp + P 

.mp-Tû^ - taûg 

qui fournit l’énoncé du théorème suivant: 

La somme des sinus de deux arcs est à la différence de cet 
mêmes sinus , comme la tangente de ta demi-somme des arcs 
est a la tangente de leur demi-dijfference. 

Ceux qui désireraient connaître plus en détail ce genre de 
combinaisons, peuvent consulter la Géométrie de Carnot, et 
surtout la Trigonométrie de Cagnoli. 
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■ § III. 

Construction et usage des tables de sinus et de 
tangentes. 

o4- L e s principes que nous avons exposés dans le § précé- 
dent , conduisent naturellement à la construction des tables de 
sinus. Nous imaginerons d’abord qu’on ait divisé le quart de 
la circonférence, que nous nommerons quadrans , en 100 par* 
lies égales qui s'appelleront degrés, chaque degré en 100 mi- 
nutes, chaque minute en 100 secondes, etc. La circonférence 
sera composée de 4°° degrés ; un arc quelconque contiendra 
un certain nombre de degrés, minuteê , secondes, etc., et il 
s’agira de former une table pour tous les arcs que l'on peut 
concevoir en s’arrêtant à des divisions assez petites. Généra- 
lement les tables ne contiennent que les arcs de minute en 
minute, quelques-unes contiennent les arcs de dix en dix 
secondes ; mais quand nous aurons fait comprendre de quelle 
manière on peut construire les tables de sinus , tangentes, etc. 
en s’arrêtant à une certaine division , nous expliquerons com- 
ment, au moyen de ces tables, on peut trouver la valeur des 
mêmes lignes pour les arcs intermédiaires. 

On désigne les degrés , minutes , secondes , etc. en affectant 
les nombres des accens °, etc. , de sorte que 36° 43 ' 5i' 
exprime un arc de 36 degrés 43 minutes 5i secondes; on peut 
aussi écrire le même arc de la manière suivante : 36°, 435 1 , 
puisque les minutes , secondes , etc. sont des fractions déci- 
males du degré. Ainsi, o°,i = 10', c°,oi = 1', ©°,oci = to% 
c,oooi = 1 *. 
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a 5 . Si les sinus ou les tangentes étaient proportionnels aux 
arcs , la construction des tables n’offrirait aucune difficulté , 
et même elles deviendraient inutiles , puisque connaissant le 
sinus du quadrans qui est égal au rayon , on aurait le sinus d'un 
arc quelconque , en multipliant le rayon par la fraction du 
quadrans. qui exprimerait cet arc. Mais il est évident que les 
tangentes sont loin d'ètre proportionnelles aux arcs, puisque 
la tangente de 5 o° est égale au rayon , et que la tangente de 
ioo° ou du quadrans est infinie. Quant au sinus, celui de ioo* 
étant égal au rayon , le sinus de 5 o° devrait être égal à la 
moitié du rayon , tandis qu'il est égal au rdyon divisé par \Za 
(n° 11). Quelque méthode que l’on emploie pour former les 
tables de sinus , on tombe nécessairement dans des calculs pro- 
digieusement longs et pénibles ; par des procédés très-ingé- 
nieux , on est parvenu , à l'aide des séries , à diminuer leur 
longueur autant qu’il était possible de le faire ; mais comme 
nous ne pouvons donner ici à ce sujet tout le développement 
qui serait nécessaire pour exposer ces méthodes , nous nou* 
contenterons d’en indiquer deux qu’il serait possible d’em- 
ployer à la rigueur, et qui suffisent d’ailleurs pour faire sentir 
la possibilité de l’opération , principal but que nous nous pro- 
posons ici. Il est d’abord évident que tout peut se réduire à la 
recherche du sinus et du cosinus d’une division assez petite , 
d’une minute par exemple *, car une fois que l’on connaîtra le 
sinus et le cosinus d’une minute , on pourra , par les formules 
données plus haut (§ précéd.) , trouver le sinus et le cosinus 
de deux minutes, de trois minutes , etc. , et s’élever ainsi jus- 
qu’à un degré, et de là à tous les arcs de minute en minute. 

36. Nous commencerons par démontrer quî les arcs fort 
petits se confondent sensiblement avec leur sinus et.leur tan- 
gente. En effet, soit a un certain arc, on a 


sin a 
tang a 


cos a . 1 

r r 


W-sin *«); 


plus le sinus diminuera, plus — sin*a) approchera de 
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de devenir égal à r , et par conséquent plus le rapport 

approchera de l’unité : ainsi, pour dé très-petits arcs, le sinus 
est sensiblement égal à la tangente ; mais en considérant deux 
tangentes égales et qui partent d'un même point, elles em- 
brasseront un arc double de celui dont l’une d’elles est la tan- 
gente trigonométrique, la corde qui joindra les points de con- 
tact sera le double du sinus , et il est évident que l’arc double 
est plus grand que la corde et plus petit que la double tan- 
gente ; donc l’arc lui-même est plus grand que la moitié de la 
corde , c’est-à-dire que le sinus, et plus petit que la tangente. 
Ainsi l’arc est toujours compris entre le sinus et la tangente* 
et partant, si le sinus et la tangente ne different que d’une 
quantité extrêmement petite , l’arc sera encore plus près de se 
confondre avec chacune de ces lignes. 

Il faut bien prendre garde ici que nous parlons de l’arc 
exprimé en parties du rayon , c’est-à-dire , de sa véritable 
longueur, et non de l’arc exprimé en degrés, minutes, etc. ; 
car cette dernière expression ne donne que le rapport de sa 
longueur à celle du quart de' la circonférence. Cela posé , ij 
est aisé dans tous les cas de juger si un arc donné a est assez 
petit pour se confondre sensiblement avec «on sinus , et pour 
reconnaître jusqu’à quel chiffre décimal cette identité a lieu. 
On regardera a comme étant la longueur d’un certain sinus ; au 

moyen de la formule tang A = — ^ — , on calculera la 

V r“ — sin *A 

valeür de la tangente correspondante ; tous les chiffres déci- 
maux qui appartiendront au sinus et à la tangente , appar- 
tiendront nécessairement à l’arc lui-même -, ainsi l’on pourra 
juger à quel chiffre décimal la valeur du sinus cesse de se 
confondre avec celle de l’arc. SI l’ordre de ce chiffre est assez 
élevé , on pourra prendre la valeur du sinus pour celle do 
l’arc. 

a 7 . En prenant le rayon pour l’unité , on sait par la Géo- 
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métrie, que la demi-circonférence est 

m — 3,1^1 5g aS535 89793, 

et partant on a 

\ = 1,57079 63267 94896 ; 


l’arc d’une minute, ou la 10000'"' partie du quart de la cir- 
conférence , sera donc 

a =0,0001 5 70796 32679 4896. 


En exécutant le calcul indiqué (n° précéd.) , on s’assurera que 
la fraction précédente peut être prise pour le sinus de a , du 
moins dans les douze premières décimales. Cette valeur ap- 
prochée du sinus d'une minute , quoique suffisamment exacte 
pour l’arc lui-même , ne l’est pas assez pour servir de base à 
la construction des tables; car la multiplicité des opérations 
augmentant continuellement l’erreur, quand on serait arrivé à 
l’arc de 10' , l’erreur serait au moins décuplée, et l’exactitude 
ne porterait tout au plus que sur les onze premières ligures , 
et ainsi de suite. Or il est impossible , en s’arrêtant à ce moyen 
d’approximation , de diminuer l’erreur qui affecte le sinus d’une 
minute dès la treizième Ggure ; ainsi il est nécessaire ou de 
chercher une méthode qui donne une valeur beaucoup plus 
approchée , ou , si l’on veut se borner à un petit nombre de 
décimales, d’éviter la multiplicité des calculs qui contribuent 
à grossir l’erreur primitive. 


28. Soit toujours r= 1 , on a sin ico°— 1, et sin20°=sin 
fera donné (n° 19) par l’équation du 5 * degré 


ioo° 

“ 


îGz 5 — 2ar s -f- 5 x — 1=0: 

or (n° 22) cette équation a pour racine 1 , et si on la divise 
par x — 1 , le quotient 


iG# 4 -}- iSx 3 - — 4 * % — 4*+ t =0 
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est un quarré dont la racine égalée à zéro , donne l’équation 


d'où 


-f* 2X — 1=0, 
» ^5—i 

i — — • sin iîo® r . 


at = sin ao° = ■ 


= o, 3 ogoi 69943 74947 


exact jusqu’à la dernière décimale qui est la i 5 e . La racine 
négative donnerait , si on la prenait positivement , le sinus 
de 60°. 

Connaissant le sinus de 20% on calculera cos 20®, on en 
déduira sin io° par les formules du n" 17 ; on trouve 

sin io° = o, i5643 44^5 o 4oa3 1 ; 

ensuite 

sin 5 ° = 0,07845 90957 27845. 

Le sinus de 1® sera (n* 19) la plus petite racine de l’équation 

1 6x* — aox 3 -j- 5x = 0,0784590957 , etc. = m : 

il serait facile, par ce qui est dit, note V , page 1 a5 de la Ré- 
solution des Equations numériques, deuxième édition, de le 
convaincre qu'on peut dans ce cas employer sans scrupule la 
méthode de Newton. On prendra pour première approximation 
la longueur de l’arc qui est, en s’arrêtant aux six première» 
décimales , », 

0,015707 , 

nombre que pour abréger nous représenterons par *; on fera, 
d'après la méthode x = <t -f- xf, et l’on aura 

, 16* 5 — 20* 3 -J-5* — m 

x — 8o*< — 6 o «*+"5 » 

d’où l’on tirera , en substituant pour « et m leurs valeurs , 


x' = o,oooooo 3 17311 8207 . 

Comme le premier chiffre significatif est du 8“ ordre décimal , 
on voit que les sept premières figures de la valeur de l’arc 

3 * 
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appartiennent également au sinus ; on aura par conséquent 

i=-sin i° = 0,01570731731 i 8 ai , 

en faisant une opération de plus, c'est-à-dire, en substituant 
cette nouvelle valeur approchée à la place du nombre <t , et 
nommant x° le résultat, on trouve que le premier chiffre 
signiGcatif de la valeur de x" est du 1 G* ordre décimal : ainsi 
cette expression est exacte jusqu’au dernier chiffre. 

A l'aide des valeurs trouvées , on pourra calculer le sinus 
des arcs de 10 en 10 degrés , de 5 en 5 degrés, et de degré 
en degré. 

Ensuite du sinus de i° ou de 100', on passera au sinus de 
5 o' ; de là au sinus de n 5 '. Quand on connaîtra ainsi le sinus 
de 9 . 5 ' , la résolution d’une équation du 5 * degré fera con- 
naître le sinus de 5 ' , en prenant , comme nous l’avons déjà 
fait, l'arc pour valeur approchée du sinus ; et enfin , du sinus 
de 5 ', on déduira le sinus de 1', si l’on ne veut pas se contenter 
de l’approximation donnée par l’arc lui-même. Mais comme 
on est maître d’approcher de la valeur de sin 5 ' d’aussi près 
qu’on le voudra , cette valeur peut suffire pour former les sinus 
des arcs de 5 * en 5 minutes , et l’arc d’une minute donnera 
une exactitude suffisante pour les arcs de minute en minute 
compris entre ceux de 5 . 10, i 5 , etc. quand on ne veut pas 
construire les tables avec plus de décimales. On pourra même, 
dans ee cas , trouver les sinus de a', 3 ', 4 ', en multipliant sin 1' 
par 3, 3 , 4 , etc. ; et pour avoir les sinus des arcs compris 
entre 5 ' et io' , 10' et i 5 ', etc. , on aura 

sin 6 ' = sin( 5 ' + i'), sin 7'=sin( 5 ' -fa'), etc. 

sin 1 1' = sin (10' + 1') , sin ta' = sin (10' -|- 3') , etc. 

La formule du sinus de la somme de deux arcs suppose 
que l’on connaisse le sinus et le cosinus de ces arcs; mais il 
est facile de trouver le cosinus d'un arc dont on connaît le 
6 Înus H en résulte même qu’il ne sera pas nécessaire de calculer 
tous les sinus , cardés que l'on aura trouvé le cosinus d’un 
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arc quelconque a , la relation cos a — sin (ioo* — n) fait voir 
que l’on aura le sinus de ido°— a- aussi les tables de sinus 
ne vont-elles que jusqu'à 5 o° , parce que donnant aussi les 
cosinus, elles renferment implicitement les sinus de tous les 
arcs plus grands que 5 o°. 

ag. On peut encore employer les formules (I) (n*a 3 ) qui 
donnent 

sin 1)' -f-sin ( m — i)' masinm' cos i', etc. 

La formule tang a = - 5 - — ( en faisant r = 1) donne la valeur 
D cose v 

la tangente ; ainsi la table des tangentes et cotangentes sera 
facile à construire , quand on aura celle des sinus et cosinus. 

3 o. Les valeurs des lignes trigonométriques calculées ainsi 
en parties du rayon , sont ce qu’on appelle les sinus naturels , 
on les tangentes naturelles ; mais les tables communément ap- 
pelées tables des sinus et tangentes , ne contiennent que 
les logarithmes des sinus et des tangentes , afin que dans les 
calculs trigonométriques, qui se font toujours sur de grand* 
nombres", on ait sur-le-cbatnp les logarithmes de celles de ces 
lignes qui entrent dans les opérations. Comme les sinus sont 
nécessairement des fractions du rayon , pour éviter les loga- 
rithmes négatifs , on a pris dans les tables, r= 10 10 , c’est-à- 
dire, égal à l’unité suivie de jo zéros : or il est évident que 
les sinus, tangentes, etc. pris dans des cercles différens, sont 
entre eux comme les rayons de ces cercles ; donc si , dans le 
cercle, dont le rayon est 1 , l’arc a a pour sinus le nombre p ; 
il. aura rp pour sinus dans le cercle dont le rayon est r. Ainsi, 
comme nous avons» trouvé qu’en supposant r = 1 , on avait 

sin 1' = 0,0001570736 , etc. 

Dans le cas où r = îo 10 , on aura 

sin i' = 1570796 , etc. 

dont la caractéristique doit être 6-, ce qui explique la grandeur 
de la caractéristique des logarithmes de sinus, cosinus, etc. 
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Ces logarithme» sont ce qu’on appelle sinus artificiels , tan- 
gentes artificielles , etc. , ou logarithme-sinus , logarithme- 
tangentes. 

3 i. Les tables les plus répandues, eu y comprenant celles 
de Callet , sont calculées d’après l'ancienne division du cercle, 
en 36 o degrés, du degré en 60 minute#, etc. Cette obser- 
vation est très-importante pour éviter les erreurs grossières que 
l’on commettrait, si l’on croyait qu'elles peuvent s’appliquer 
à la division décimale. La table sexagésimale de Callet, qui 
est la même que celle de Gardiner , donne les sinus, etc. dee 
arcs de io* en 10* ; il y en a joint une décimale , mais elle 
n'est calculée que de minute en minute. 

Cependant il est possible que n'ayant que des tables cal- 
culées pour l’ancienne division , ou ait besoin de6 lignes tri— 
gonométriques relatives à la division décimale , ou récipro- 
quement ; on pourrait les trouver en réduisant en parties de 
la division pour laquelle on a les tables , l'arc donné en partie» 
de l’autre division. Mais pour éviter ce calcul à ceux qui se 
trouveraient dans le cas de le faire , on a construit une petite 
table qui sert à ces réductions, et que Callet a jointe aux siennes; 
comme ces opérations peuvent se présenter souvent, nous avons 
cru faire plaisir au lecteur, en la plaçant à la fin de la Tri- 
gonométrie (table III). 

Cette table est composée de deux parties ; la première sert 
à passer de la nouvelle division à l'ancienne , la seconde sert 
à passer de l'ancienne à la nouvelle. 

La première renferme trois petites tables marquées degrés , 
minutes, secondes , et qui donnent respectivement ces parties 
de la nouvelle division en degrés , minutes, secondes de l'an- 
cienne. La première ligne horizontale , immédiatement après 
le titre, présente cinq divisions, dans chacune desquelles se 
trouvent deux nombres séparés l’un de l'autre. Ces divisions 
correspondent à trois colonnes de nombres , dont les deux pre- 
mières, qui se trouvent précisément sous les deux nombres de 
la première ligne , contiennent des nombres de degrés, de mi- 
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nutes ou de .«ccondes et de io*‘ de seconde, suivant qu’il 
s’agit de la table des degrés, minutes, secondes, respective- 
ment, et dont la troisième, séparée des deux premières par un 
filet, contient dans les mêmes circonstances, des minutes, 
secondes ou centièmes de secondes. Bornons-nous à la table 
des degrés. A la marge, on voit une colonne isolée qui con- 
tient les nombres naturels depuis zéro jusqu'à g. Elle indique 
les unités de degrés ; les deux nombres qui sont en tête dans 
chaque subdivision , indiquent des dixaines de degrés, et l'on 
voit facilement que les deux nombres de dixaines que renferme 
une division , diffèrent entre eux de 5. Cela posé , les nombres 
d’une des colonnes de degrés correspondent à-la-fois, comme 
dans la table dite de Pythagore , au nombre qui est en tête, 
et à celui qui est sur la meme ligne dans la colonne margi- 
nale; les nombres de la colonne de minutes correspondent a- 
la-fois aux nombres des deux colonnes de degrés qui sont dans 
la même subdivision qu’elle. De sorte qu’étant donné un cer- 
tain nombre de degrés de la nouvelle division , on cherchera 
en tête de la table le nombre des dixaines (Je degrés, et l’on 
suivra en descendant la colonne qui lui répond , jusqu’à es 
que l’on parvienne à celui de ses nombres qui se trouve sur 
la même ligne horizontale que le nombre d’unités de degrés , 
on aura le nombre de degrés de la nouvelle division , et pas- 
sant sur la même ligne au nombre de la troisième colonne dans 
la même subdivision , on aura le nombre de minutes qu’il faut 
ajouter. Il en sera de même des minutes et secondes, rnutatis 
mu tandis , en employant la a* et la 3' table. 

Il est bon d’observer que cette réduction se fait toujours 
exactement , car s’il s’agit d’évaluer un degré de la division dé- 
cimale en parties de la division sexagésimale , on aura pour 
déterminer ces dernières, la relation 
I 


1 

100 


— , doù x — o,q. 
.9° 


Ainsi le degré décimal est les g io mt ‘ du degré sexagésimal; 


/ 
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ce qui donne 5 4 ' de l'ancienne division pour nn degré de la 
nouvelle ; pour une minute , on aura la centième partie de 
54'=324 o*, c’est-à-dire, 3 a ", 4 , et par conséquent pour une 
seconde , o', 3 a 4 - On voit en même temps combien il est fa- 
cile de former une pareille table. 

Pour l’appliquer à un exemple , soit l’arc de 27° 36 ' 9" = 
27*, 36 og à réduire en parties de la division sexagésimale, on 
aura 

pour 27* a4° 1 8' , 

pour 36 ' 19' a 6 ", 4 , 

pour 9 * a". 9 iS 

14° 37' ag", 3 i 6 ; 

ainsi l’arc proposé est exprimé dans la division sexagésimale 
par 34° 37' 39 ", 3 iG. 

La seconde partie contient aussi trois petites tables , dont la 
première donne les degrés , la seconde les minutes et la troi- 
sième les secondes. Dans les deux premières , comme dans les 
tables précédentes , les unités forment une colonne marginale , 
et les dixaines sont en tête -, mais chaque dixaine forme une 
subdivision différente , qui ne renferme par conséquent qu’une 
seule colonne. Les degrés, minutes, secondes de la nouvelle 
division sont exprimées en décimales, et au commencement 
de chaque colonne , on a placé les zéros qui doivent précéder 
les nombrés qui composent cette colonne. La troisième table 
donne directement tous les nombres de secondes réduites en 
parties de la division centésimale. 

Mais dans ce cas-ci , la rédaction ne se fait pas exactement 
comme dans l’autre, puisqu'on a 


1 

90 


x . 10 

, dou x — — =1,111, etc. 

100 9 


On voit que les degrés seront exprimés par des fractions indé- 
finies, mais périodiques , et dont la période n’aura qu’un chiffre ; 
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en prenant le 6o w *, on trouve pour une minute , 

0,01 85 i 85 , etc.; 

donc les formules sont données par des fractions périodiques 
dont la période est de trois chiffres ; en prenant encore le 
6o*, on trouve pour une seconde , - ^ 

o, ooo3o864i975 3 o 864 etc. ; 

donc les ftccyides sont données par des périodes de neuf 
chiffres. 

On n’a mis dans les tables que le nombre de chiffres suffisant 
pour que l'on ait toute la période, en partant du dernier , et 
prenant 1, 3 ou g chiffres, suivant qu’il s’agira de degrés, 
minutes ou secondes. Mais généralement, il s’en faut" que l’on 
ait besoin de répéter la période des secondes , et les 7 ou 8 
premières figures donnent une exactitude suffisante. 

Soit, par exemple, l’arc 34° ag", 3 i 6 de l’ancieune di- 

vision, on aura 


24 * 

. . . a6°,666667 


3/ 

. . . 0 , 685 1 85 


. a 9 " 

. . . 0 ,008950. 


o ”,3 . . . 

. . . O ,00009* 

rî- 


o",oi6 .... o ,ooooo 5 . , . , 

27 0 , 560899 

ou, comme plus haut, 37 0 36 ' 9". 

3 a. Il se présente maintenant , à l’égard des tables de sinns 
et de tangentes, deux problèmes analogues à ceux qui ont 
été résolus pour les, logarithmes des nombres. 

i°. Étant donné un arc , trouver , d'après les tables , le 
logarithme de son sinus , de son cosinus , de sa tangente et 
de sa cotangente. 

Si l’arc proposé ne contient pas de divisions plus petites que 
celles des tables , les logarithmes de sou sinus , de 6on cosinus, 

3 * 
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de sa tangente et de sa cotangente se trouveront sur la même 

ligne que lui. 

Si l’arc proposé contient des divisions plus petites que celles 
des tables , pourvu que celles-ci donnent au moins les divisions 
par minutes, on cherchera dans les tables le logarithme de 
chacune des lignes trigonométriques de l’arc immédiatement 
plus petit que l’arc donné , et de celui qui est immédiatement 
plus grand , on’ prendra la différence entre ces deux loga- 
rithmes ; on divisera la fraction de minutes de l'as* donné par 
la différence constante entre deux arcs consécutifs des tables , 
,on multipliera la première différence par ce quotient, et on 
.ajoutera le produit au logarithme de l’arc approché , ou on 
'le retranchera suivant qu’il sera question d’un sinus ou d’un 
'cosinus,. d’une tangente ou d’une cotangente. 

n°. Etant donné le logarithme d’un sinus , d’un cosinus , 
d'une tangente ou d’une cotangente , trouver l'arc correspon- 
dant. 

Si le nombre donné se trouve dans les tables , le nombre 
de degrés de l’arc sera sur la même ligne. 

Mais si le logarithme ne se trouve pas exactement dans les 
tables , on y prendra le logarithme immédiatement plus grand 
et le logarithme immédiatement plus petit;- on cherchera la 
différence de ces deux logarithmes. On cherchera de même 
la différence entré le logarithme donné et le logarithme im- 
médiatement plus petit, ou plus grand, suivant qu'il sera ques- 
tion d’un sinus ou d’un cosinus, d'une tangente ou d’une co- 
tangente; on divisera cette seconde différence par la première , 
et l’on prendra le quotient en dedans ou en dehors, suivant 
que l’on y trouvera plus d’avantage ; et multipliant enfin par 
ce quotient fractionnaire la différence constante entre deux 
arcs consécutifs , on aura ce qu’il faut ajouter au plus petit 
des deux arcs , pour avoir l’arc cherché. 

Ce procédé qui n’est jamais rigoureusement exact , mais qni 
approche d’autant plus de l'être que les arcs sont plus grands , 
ne peut être démontré qu’en employant des principes qui 
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sortent des élémens. On reconnaît en même temps qu’il û’est 
plus applicable aux sinus et tangentes des arcs compris entre 
o et 4°; et partant au cosinus et cotangentes des arcs plus 
grands que 96°. Mais comme ces arcs sont fort petits , les sinus 
leur sont sensiblement proportionnels ; ainsi , si l’on nomme <t 
un arc qui ne se trouve pas dans les tables , et a l’arc des 
tables immédiatement plus petit que lui , on aura à très-peu 
près, 

, d’où log’tin et — log sin a = log* — log a ; 

équation d’où l'on tire 

log sin <* = log sin a -+• log et — log a , 
et log a = log a -f- log sin — log sin a , 

suivant que l’an cherche sin et ou * lui-même. 

Au reste , Callet a fait précéder ses tables de sinus qui con- 
tiennent, comme nous l’avons dit, tous les arcs de 10" en 10*, 
d’une autre table pour les cinq premiers degrés de seconde 
en seconde ; l’usage de cette table évite la difficulté dont nous 
venons de parler , à moins que les arcs ne soient extrême- 
ment petits ; mais alors la proportion que nous avons supposée' 
approche tellement de l'exactitude , que l’erreur ne peut se 
faire sentir dans les applications ordinaires , ou même il est 
rare que -l'on emploie des divisions plus petites que les se- 
condes. 

Nous renvoyons pour des détails plus étendus, aux tables 
que le lecteur aura entre les mains. Comme la disposition et 
par conséquent l’usage varie presque dans chacune d'elles , 
nous sommes forcés de nous borner à ces bases générales qui 
suffisent au reste, pourvu que l’on connaisse à fond la dispo- 
sition de ses tables, et que l'on ait soin de s’exerce/ sur un 
assez grand nombre d'exemples. 
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§ IV. 

Usage des lignes trigonomè triques pour la résolution 

des triangles. 

• • **• 

33. R ÉsotDRE un triangle, c’est généralement : étant 
données un nombre de parties d'un triangle suffisant pour 
qu’il soit déterminé , trouver toutes les autres. La Géométrie 
élémentaire donne les moyens d’y parvenir , puisqu’on y ap- 
prend à construire les triangles qui sont donnés par un nombre 
suffisant de leurs parties ; mais l'exactitude inévitable des ins- 
trumens , et des opérations qui s’exécutent avec leur secours, 
ne permet guère? de compter sur le résultat de ces opérations. 
Aussi l’on préfère de chercher par le calcul les parties que 
l’on veut connaître ; l’erreur ne pouvant plus porter que sur 
les opérations géométriques qu’il est indispensable de faire 
pour exprimer en nombres les parties données , et cette erreur 
étant toujours très-petite , sur-tout si on la compare à celles 
que l’on peut commettre dans les opérations graphiques. D’ail- 
leurs , il arrive presque toujours , par la grandeur des dimen- 
sions, que l’application immédiate des procédés géométriques 
est impraticable. On est forcé alors d'avoir recours à la cons- 
truction de figures semblables , en réduisant les dimensions à 
l’aide d’une échelle et il en résulte de nouvelles erreurs 
qui se combinent avec les autres , et contribuent encore à al- 
térer l’exactitude des résultats. 

34- On sait qu'un triangle est déterminé , lorsqu’on connaît 
trois des six choses qui le composent (angles et côtés), et que 
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parmi ces trois parties, il y a au moins un côté. On sait encore 
que la somme des trois angles est constante et égale à deux 
angles droits, et que par conséquent lorsque deux angles sont 
connus , le troisième est déterminé. Cela posé , on peut con- 
naître : 

i°. Deux angles et un côté, (alors les trois angles sont 
connus). 

a°. Deux côtés et un angle. Ce cas se divise en deux autres, 
celui où l’angle donné est opposé à l'un des côtés, et celui 
où les deux côtés le comprennent. 

3°. Les trois côtés. 

Ainsi nous aurons à parcourir successivement ces différens 
cas. Nous commencerons par nous occuper des triangles rec- 
tangles qui oiFrent plus de facilité. 

Résolution des triangles rectangles. 


35. Soitle triangle .rfSCrectangle en B (fig. 7 ) ;on voit sans 
peine qu’un côté BC de l’angle droit serait le sinus de l’angle 
opposée, et l'autre côté AB le cosinus du même angle, pour 
le cercle décrit du sommet A , avec un rayon égal à l'hypo- 
ténuse. Si l’on fait donc lerayoudes tables égal à l'unité, qu« 
l’on nomme a, b, c les côtés opposés aux angles A , B, C 
respectivement, on aura 


a ~ b sin A , c ■=. b cos A = b sin c ( 1 ) 


relations qui suffisent pour résoudre tous les cas qui peuvent 
se présenter. 

Les équations précédentes apprennent que dans un triangle 
rectangle, un côté quelconque est égal à F hypoténuse multi- 
pliée par le. sinus de F angle opposé à ce côté. 

Ou en déduit évidemment 



sin A 
sia A 


= tang A , 


ou 


* = c tang A (s) 

4 


I 


0 
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donc un côté de l'angle droit est égal au produit de l’autrm 

càtë par la tangente de l’angle opposé au premier. 

En élevant chaque équation au quarré , et ajoutant , on 
retombe sur la relation connue 

a 2 -f c* = 6* (3) 

Passons à l’application de ces principes aux diflFérens cas , et 
remarquons d’abord que si parmi ces trois choses , un angle 
aigu , le côté opposé et l’hypoténuse, on en connaît deux, la 
troisième sera donnée par l’une des équations ( 1 ). De même 
de ces trois choses, les deux côtés de l’angle droit et l’angle 
opposé à l’un d'eux , deux étant données , la troisième se 
déterminera par l’équation (a). Enfin l'équation (3) donne un 
côté du triangle lorsqu’on connaît les deux autres. 

36. Cela posé : 

1 °. Quand on connaît un angle aigu , on connaît les trois 
angles ; ainsi il suffit d’avoir en outre un seul côté pour pouvoir 
déterminer entièrement le triangle. 

Si ce côté est adjacent à l'angle droit , soit A l’angle donné , 
■et c le côté connu •, on aura 

a =z c tang A , b = -^ = — ~ . 

sin G cos A 

Si ce côté est l’hypoténuse , on aura 

a = b sin A , c = b sin C. 

■ 2 °. Si l’on connaît l’angle droit et deux côtés, ces côté» 

peuvent être ceux qui renferment l’angle droit, ou l’un d’eux 
seulement et l’hypoténuse. 

Dans le premier cas, on aura 

tang A=^, tang C = cotA-, 

<*t puisqu’on connaît maintenant tous les angles, on déterminera 


4 » 


1 
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l’hypoténuse par l’équation b— On pourrait détermi- 

ner directement l'hypoténuse par la relation b * =a m -f- c 4 , qui 
donne b = t/(a 4 -f- c 4 ) ; mais comme on opère généralement 
sur de grands nombres , et par conséquent par logarithmes , 
il faudrait, pour calculer l’expression l/(a* + t J ), passer plu- 
sieurs fois des nombres aux logarithmes, et des logarithmes 
aux nombres , ce qu'on évite autant qu’il est possible. 

Dans le second cas , on connaît l’hypoténuse et un côté a. 

on a sin A = j , sin C =. cos A , 

et * c = b cos A. 

On pourra déterminer directement le côté c, au moyen de 
l'expression 

c = — u 4 ) = l/C* + «0 (* - a) , 

qui donne, en appliquant les logarithmes, 

log c = i Iog (b+a) + i cos (b — à). 

r I 

3°. Il est clair que l’on n’a pas besoin de s'occuper du cas 
où les trois côtés sont donnés , puisque le triangle serait plus 
que déterminé. 

Résolution des triangles rectilignes quelconques. 

37 . Soit le triangle ABC (Rg 8), et nommons toujours e, b, 
c les côtés opposés aux angles A , B , C respectivement. Si l’on 
abaisse de l'angle B sur le côté AC la perpendiculaire BD , 
cette perpendiculaire , considérée comme côté du triangle rec- 
tangle BDC, aura pour expression a sin C-, considérée comme 
côté du triangle rectangle BDA , elle aura pour expression 
e sin A ; on a donc 

a sin C =s c sin A. 
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On déduirait de même 

. i 

a sin B = b sin A , b sin C = c sin B , 


•quations qui peuvent se mettre sous la forme 

a sin A a sin A b sin B 

c • sin C ’ b sin B ’ c sin C ’ ' ’ ’ ’ 


(«) 


et donnent ce théorème : 


Les sinus des angles -d’un triangle quelconque sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles. 

On peut démontrer cette proposition par une construction 
simple et élégante. Si l’on circonscrit une circonférence au 
triangle ABC ( fig. q ) ; que du centre o , l’on abaisse sur les 
côtés AD , BC, CA les perpendiculaires oD , oE , oF, et que 
l’on mène les rayons oA, oB, oC \ les angles BoE, CoF, AoD 
sont respectivement égaux aux angles A , B , C , puisqu'ils ont 
même mesure • Cela posé , en nommant R le rayon, on a 


et partant 


. . . BE BC 

sin A — sin BoE — - 3 - — — =■ , 
li 2/t 

. „ . CF AC 

sin B = sm CoF = — = — , 

. _ AD AB 

sin C = sin AoD = — = — — : 
R a R 


sin A ; sin B sin C “ BC : AC ; AB. 


Comme on obtient ainsi trois équations entre six quantités, on 
est porté naturellement à croire qu’elles comprennent la so- 
lution de tous les cas qui peuvent se présenter ; mais il est 
aisé de voir que de deux de ces équations on déduit la troi- 
sième , et que par conséquent elles se réduisent à deux. 

Au reste , la relation qui existe entre les trois angles d’un 
triangle , en fournit une troisième 


A + B + C=v-, 
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d’où l’on peut tirer’successivement \ 

gin A = sin B cos C+sinC cos B I 

sin B — sin A cos C -f- sin C cos A >...... ( 2 ) 

sin C = sin A cos B -J- sin B cos A ) 

équations qui rentrent l’une dans l’autre , et dont l'une quel- 
conque jointe aux équations ( 1 ) , donne la solution de tous 
les cas des triangles rectilignes. Mais comme il est avantageux 
d’obtenir des valeurs auxquelles on puisse appliquer facile- 
ment les logarithmes , et qu’en employant les équations ( 1 ) 
et (a), on ne parvient pas toujours aux résultats les plus 
simples , nous allons en déduire d’autres qui nous offriront dans 
certains cas plus d'avantage. 


38. Des équations ( 1 ) on tire 


. . asinC . _ JsinC 

sin A ss , sin B — . 


r,es valeurs substituées dans les équations (a) donnent, après 
avoir divisé par sin C , 

c = b cos C -f- c cos B 
b =s a cos C -f- c cos A 
c = a coa B -f- b cos A 

* On peut parvenir directement à ces équations, par la con- 
sidération qui nous a conduits aux équations ( 1 ). Car le côté 
AC ( fig. 8 ) est divisé par la perpendiculaire BD , en deux 
segmens AD etBD, dont le premier a pour expression c co *A, 
et le second a cos C ; ainsi 

b = a cos C -f- c cos A . 
on trouverait de même les deux autres. 

3q. Si l’on élimine successivement deux des cosinus entra 
ces trois, équations , on trouve les suivantes : 

aab cos C = o* -f- i* — c 1 
a ac cos Z? ■= a 2 -t- c* — b % 
aéc cos A — b % - f- c* — a % 
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On peut encore obtenir directement ces formules ; car on a tu 
(Géom.) que l’on avait (lîg. 8) 

c* = a* + b* — 2 b. CD , ou c* = a* -4- i* -f- ai • CD , • 

suivant que l’angle C est aigu ou obtus : or dans le premier 
cas, on a CD = a cos C , dans le second CD = a cas B CD 
= — a cos C. Ainsi , quel que soit l’angle C , il en résulta 
l’équation 

c 1 = a* - f- b % — a ab cos C. 


4 p. D’ailleurs on a généralement (n° 17), 

cos a. — 1 — 3 sui* - = 2 cos 1 ; 

3 a 

en employant successivement ces deux transformations, oa 
obtient facilement les six équations 

C 

c* — (a — by — ^ab sin* — 
b* — (a — c)* = 4 ac sin* ~ 
a' — (b — c)“ = 4bc, sin 1 ~ 

r 

(a -f- by — c* = 4°b cos* — 

(a -f- 0* — i* = 4 ac cos* 

(b -f- c)* — a* = 46 c cos* — 

il. Comme on a aussi en général sin *=2 sin - cos - , et par- 

2 a 1 

, et OL 

tant, sin’<£ t= 4 sin* - . cos* J, on tire des équations (5) et (S) 

{c* — (a — 6)*} ((a + 6)* — c*j=4a’è*sin*C’ » 
{£«_(a— c)*} {(a + r)*— b‘}=4a*c> pin‘£ V . . ( 7 ) 
{a* — (6 — c)*} { (b + c)'— o*} = 4 é*c* sinVf ) 
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Passons maintenant à la solution de chaque cas particulier. 

4a. i°. Étant donnés deux angles et un côté , trouver le 
troisième angle et les deux autres côtés. 

Deux des angles étant donnés , le troisième sera déterminé 
par l'équation 

A -f- B -f- C = t : 

ainsi les trois angles sont connus ; et comme les équations (t) 
font connaître un quelconque des côtés, lorsque l'on connaît 
l’angle opposé , ainsi qu’un autre côté et l’angle qui lui est 
opposé; elles suffiront pour déterminer les deux côtés cher- 
chés. Si , par exemple , c est le côté donné , on aura 


a 


s xnA . s’m B 

~ y. c , b — — — j, c ; 
sm C smt 


ou , par logarithmes , 

log a — log sin A — log sin C + log c 
log b = log sin B — log sin C -f- log c. 

Les équations (3) donneraient immédiatement aussi la solution 
de ce cas, mais d’une manière bien moins simple. 

43. a°. Étant donnés deux côtés et un angle , trouver le 
troisième côté et les deux autres angles. 

L’angle peut être opposé à l’un des côtés , ou compris entre 
les deux. 

I. Dans le premier cas, l’une des équations ( 1 ) donnera 
toujours le sinus d’un des deux angles cherchés. Si , par exemple, 
les côtés donnés sont a et b , et que l’angle soit A , on aura 

. „ b . A 
sin B — - sin A , 

. a 

d’où . log sin B — log b — log a -f- log sin A. 

Mais on doit remarquer la différence qui existe entre cette 

4 *. 
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solution et la précédente. Dans celle-là , l'angle même était 
déterminé d’après l'équation A -f- B -f- C — nr j dans celle-ci , 
l’angle B n’est déterminé que par son sinus, et par conséquent 
il peut être aigu ou obtus. Au reste , cet angle unfe fois fixé, 
le troisième est connu , et l’équation 

sin C 

C=-r-j« 

ûnA 

fera connaître le côté c. 

II. Dans le second cas , les équations (4) feront connaître 
le troisième côté , puisqu'elles donnent 

c* = a* -J- b 2 — a ab cos C , 
on c = [/(a 2 -h b 2 — a ab cos C), etc. 

mais ces formules ne se prêtent pas à l’application des loga- 
rithmes , tandis que les équations (5) et (6) donnent 

c = (a — b) % + 4ab sin* i C} , etc. 
c — b) 2 — 4nôcos*iCj, etc. 

La première peut se mettre sous la forme 

c = (û — b)y/ {> 4-(^7jsiniC^ J: 


nommons * l’angle dont la tangente est , 2 sin {C, 


c=(a — b) ^/(i -f- tang*x) — (a — b) séca: 
Or l’équation 

a ÿab . 

jsin ï C= tanga, 


on aura 
a — b 


cos a. 


donne par logarithmes, la suivante 
log tang a = log a -H (log a -f log b) -f- log sin| C — log(a — b), 
à l’aide de laquelle on déterminera l’angle a -, on aura ensuite 
log. c = log (n — b) — log cos «. 
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La seionde équation peut se mettre sous la forme 

c = (a+i)| / /'{t -(^TSCoaic) }; 
et si l'on fait 

a i/ab , _ „ 

jq-g cosi C =: cosjS, > . 

fl en résulte 

c=(a-f-i) y/(i — cos*/3) = (a + &) sin£. 

Ainsi l'on peut employer l’une ou l’autre de ces transforma- 
tions ; elles conduisent également à des formules aisément 
calculables par logarithmes. 

Quand le côté c est connu , les angles se déterminent fa- 
cilement i l’aide des équations (i). On aurait, par exemple , 

s\uA = - sinC, sin .5 =: - sinC: 
c c ’ 

ou plutôt, quand l'angle A est trouvé, 

£ — 7T — A — C. 


Nous donnerons plus bas (n° 45) une solution différente 
du même problème. 

44- 3°. Étant donnés trois côtés , trouver les angles. 

Les équations (4), (5), ( 6 ) et ( 7 ) donnent également la so- 
lution de ■ce cas-, car on en tire, par exemple, 


cos C 


a*+b*— c» 
s ab ’ 


sin’ ÎC= 
coi'jC— 


e— (a—by _ (c+a—l) ( c— fl+ô ) 
ifib 4aè ’ 

(a-f-6)* — c* (a+6+c)(q-f-ô — c) 

éyab 4aï ’ 

(a-t-b+c)(a-}-b — c)(o — i-f-c)(ô+ c — a) 


4« a i* 


sin* C — 
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Il est aisé de voir que les trois dernières équations sont celles 
qui se prêtent le mieux à l'application des logarithmes ; d’ail- 
leurs leur forme est élégante et facile à retenir. Si l’on fait , 
pour abréger, a-f-é-|-c=af, elles deviennent. 


sin 


(s— b) (s— a) 
* C_ âb » 


cos’ 


.ir-ikzif}- 


ab 


sin ‘C=4‘ 


s (s — à) ( s — b ) (s — c) 


C C 

d’où l’on peut tirer à volonté sin — . cos — , ou si* C. Si l’on 

. a a 

divise les deux premières , membre à membre , on a encore 

(s — fl )(r — b) 

^ ,(,-«) • 

formule qui peut également servir. 

En employant les logarithmes , on a 


alogsin — = log(s — c) -f-l°g( f — b) — logo— logé, 
C 

3 log cos — = logs -f- log (s — c) — log a — log b , 


Q 

a log tang — == log (s — a) -f log (s— b) — logs — log (r — c) , 

alogsin C = Iogr 4-log(s — a) -f- log(s — b) +log (s — c) 
+ log4 — aloga — alogé. 


45. Nous avons annoncé une autre solution du cas où l’on 
connaît deux côtés et l’angle qu’ils comprennent; quoiqu’elle 
ne se lie pas à la marche que nous avons adoptée , elle est 
trop ingénieuse pour que nous la passions sous silence. 

Puisque l’on connaît un des angles du triangle, on connaît 
la somme des deux autres, et par conséquent la tangente de 
la moitié de cette somme ; si l’on parvient à trouver la tan- 
gsnte de la demi-différence , on connaîtra la demi-somme et 
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la demi-différence des angles cherchés , d'où il sera facile de 
déduire chacun d’eux. Or nous allons démontrer que dans tout 
triangle la somme de deux côtés est à leur différence, comme 
la tangente de la demi-somme des angles opposés est « la 
tangente de la demi- différence. 

Il est d’abord facile de conclure de l’équation 

a _ sin A _ • 

b sin B * 

que l’on a 

a-\- b sin A -f- sin B _ 

a — b sia A — sin li ' 

l 

or nous avons prouvé (n° a3, 4°) > que 


sin A sin B 
sin^T — sin B 



(*)• 


(*) On peut encore démontrer celte proposition par une construction fort 
•impie. SAlAWTwtA (fig* 10) le cercle dont le rayon est i, et AM> AM 1 deux 
aies dont les sinus sont MP, M'P'\ si Ton mène Mn parallèle au diamètre AA ? 9 
qu’a près avoir prolonge' MP* jusqnVi la rencontre de la partie inferieure de 
la circonférence , on joigne nM ' et nm' ; les angles M'nM t Mnmf étant 
inscrits, auront ponr mesure la moitié des arcs MM, Mm f respectivement, 
c'est-à-dire la moitié de la différence et la moitié de la somme des arcs A MT t 
AM , que nous représenterons par p et q. Mais à canse des triangles rec- 
tangles M f mn, m'mn , on a = tang M'nM' , r= tang Mnm'\ 

donc 


Wn «( g T i ) .. mm' 


__ sin p si n 7 
wn p — siu q 


t 


nr on a évidemment 


mül ' — *in P “f- tin q , Mm = ain p — ain q. 


to trigonométrie. 

donc aussi 


B\ 

a — b . fA — B' 


a + b 


( a—b\- 
tan 6 a / 

/A — B\ 

relation qui Fera connaître tan g I — - — J- 


Une fois les angles A et B connus, on aura sur-le-champ 

sin C 

c=~. — a. 
an A 



K 
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§ Y. 


Application.de la Trigonométrie à différens problèmes . 

♦ 

46. Problème I. IVÏesürer la hauteur d’un édifice dont 
le pied est accessible. 

Soit l’édifice AP (fig. 11) , on prendra à volonté la distance 
SP-, et plaçant en B un instrument propre à mesurer les 
angles , dont nous supposerons que qB soit la hauteur , on 
mesurera l’angle Aqp. Alors on connaîtra dans le triangle rec- 
tangle Apq , l’angle q et le côté pq = BP ; on pourra donc 
calculer Ap. 

Supposons, par exemple, que BP = i3a m , et que l’angle 
Aqp ait été trouvé de 54° 33' 33" (nouvelle division) , on aura 

Ap = i 3a 10 . tang (54° 33' 33") , 
ou 

log Ap — log i3a -f- log tang (54° 33' 33") ; 


or on a 

log 1 3a = a,iao573q 

log tang (54° 33' 33") . . . = io,o 593 o 5 o 


dont la somme est 11,1798789 ; 


et comme le rayon des tables est îo 10 , il faut retrancher son 
logarithme 10, et il en résulte 

log ^/>= *,1798798, 
et * 

Apz= i5i*,3i4; 

pour avoir la hauteur cherchée , il ne reste plus qu’à ajouter 
celle de l’instrument. 
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éfj. Problème II. Mesurer la hauteur d’un édifice dont le 
pied est inaccessible. 

Soit l’ édifice AP (Fig. t a) , on prendra à volonté les points B , 
Jï dont on mesurera la distance BR' . Du point B on mesurera 
l’angle Aqq' ; du point B', on mesurera l'angle Aq'q ; alors 
dans le triangle qAq 1 , on connaîtra un côté et les deux angles 
adjacens ; on pourra par conséquent calculer le côté Aq ; on 
mesurera ensuite l’angle Aqp , et comme , dans le triangle 
rectangle Apq , on connaîtra l’angle q et l’hypoténuse Aq , 
on pourra calculer Ap. 

Supposons qu’on ait pris Bff = a5 m , et que l’angle Aqq' 
soit de 68° 38' 89", l’angle Aqq de 44“ g4' 44", et l’angle Aqp 
de 63“ 4o' y4". L’angle qAq' étant le supplément de la somma 
des aigles Aq'q , Aqq', sera de 86° 66' 67"- Or ou a « 


d’où 


. sin 'Aq'q , 

Aq =x — j-7 qq , 

1 un qAq 

\ / 

log Aq = log sin Aq'q — log sin qAq' -f- log qq ' . 


Mais on a 

log sin Aq'q — 9,8130999 
compl. log sin qAq' = 0,0095956 

log qq — 1 ,39794°° 

donc 1 °S -^<7 — 1, aig 6355 ; 

et partant, Aq = i 6 m , 58 i 95 . 

Le triangle rectangle Apq donne Ap — Aq sin Aqp , ou 

log Ap = log Aq -f log sin Aqp , 

I 

et comme on a 

/ 

log jfq t= 1,3196355 
log sin Aqp =9,9339191 ; 

dons log A p =1,1 435546 , 
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d’où Ap = i 3 m , 91729, à quoi il faut ajouter la hauteur de 
l' in trament. 

S’il s'agissait en même temps de déterminer la position du 
pied de l 'édifice par rapport à la ligne BB ' , on mesurerait 
l’angle Aq’p, et l’on calculerait le côté pq' à l'aide du triangle 
rectangle Apq' : on pourrait se dispenser de mesurer l’angle 
Aq'p en calculant le côté Aq , comme on a calculé Aq. 
D'ailleurs, dans le triangle rectangle Apq , on peut calculer 
pq \ on connaîtra ainsi les trois côtés du triangle qpq ' , ou , ce 
qui est la même chose , du triangle BPB' ; la position du 
point P sera par conséquent déterminé. 

Ainsi comme on a 


. , sin Aqq' 

■'*9 — 


sin qAq' ^ ’ 


log Aq' = log sin Aqq' — log sin qAq' -f- log qq' ; 


d’ailleurs 

log sin Aqq' = 9,9441041 
compî log sin qAq' = o,oog 5 g 56 
log qq' =» »39794°o 

donc • log Aq' =1, 35 16397; 


et partant, Aq' =z 32™, 47190. 
On a ensuite 


log pq = 5 {l°g (Aq + Ap ) + log ( Aq — Ap)) 
log pq' = ï {log (Aq'+ Ap) + log {Aq — Ap) } 
log ( Aq + Ap) = i ,484289 1 
log (Aq — Ap) = 0 , 42554 1 8 


donc a log pq = 1,9099309 ; 

partant log pq = 0,9549654 , 


et pq = g ra , 01499 » on trouvera de même pq' — 17”, 64363. 


/ 
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On peut même encore déterminer la perpendiculaire abaissée 
du point P sur la droite BB t et les segmens BD, BD. En 
effet, on a PD = BP sin PBB... BD — BP cosPBB' . Or 
(n° 44 ) étant donnés les trois côtés d’un triangle, on peut 
trouver chacun des angles. En cherchant le sinus de PBB t 
ou aura 

j = aS^.SagSi 
s — B B" ~ o ra ,8a93i 
s — BP ~ 16 , 8 i 43 a 
s — BP = 8 ,t 8568 
log s = î ,4iana8 
compl log (s — BB) = 9 ,9 1 87 1 69 
log (s — BP) — 1 ,225679a 
log (s — B' P) = o ,gi3o547 

donc. . . logs(i — BIT) (s—BP)(s—BP) =a 3 ", 46 9 5636 , 
dont la moitié 1 ,7347818 

est le logarithme de \/s(s — BB) (j — BP) (s — B' P), quantité 
que nous représenterons par A ; et comme on a 

wn PBB = ûB ' x Bp » 

log sin PBB = log a -+■ log A — log B B — log 2 bP. 

Or 

log a = o, 3 oio 3 oo 
logA = 1,7347818 
compl log BB — 8,6oao6oo 

compl log BP = 9,o45o346 ; 

/ ' 
donc log ivaPBB =9,6829065 , 

et l’on trouve dans les tables que cet angle est de 3 a° o' 65 " J , 
et par suit* 

log cos PBB ■= 9,9426318. 
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Connaissant le sinus et le cosinus de l'angle PBB ! , on aura 

log sin PDff = 9,6809065 

log BP — 0,9549654 * 

d’où log PD = 0,6378719, 

et PD = 4 ”, 34380. 

log cos P B K — 9, 94265 18 
log BP — 0,9549654 

d’où log BD = 0,8975970 , 

et BD =s 7”, 89946. 

La dernière partie de ce problème peut encore se résoudre 
d’une autre manière ; car x étant le segment du côté b adja- 
cent au coté a , dans le triangle dont les trois côtés sont a , 
b, c, on a (n“ 39) 


Ou 


c’ = a* -f- b 1 rp: oix , 
c* — a* = b‘ rp o.bx , 


équation qui donne , suivant que l’on prend le signe -f- ou le 
signe — . 


c-f-fl b — x — x 

b c — a 


c- 4 - a b 

i-j-x-f-x c — a 1 


or Ür est l'autre segment; donc il en résulte ce théorème : 

Si dans un triangle quelconque, on abaisse une perpendi- 
culaire sur un des côtés , on aura la proportion suivante : 
la somme des deux autres côtés est à la somme des segmens 
formés par la perpendiculaire, comme lu différence de ces 
mêmes segmens^ est à la différence des côtes (*). 


(*) La construction mirante démontre géométriquement cette proposition : 
Si do sommet R du triangle ARC[i ig. i3) avec le plus petit des eûtes AB, 
BC, comme rayon , ou décrit la circonférence Cfltn, <(ui coupe en n dp les 

5 
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Ainsi , dans l’exemple actuel , nous aurons 

b— BB' = a 5 m , a— BP = 9 m ,oi5i, c—B'P~i^ m fi^ 5 QtZ, 

* 

d’où 

a -f-c = aG m , 65872 , c — û = 8,62854. 

Cela posé, 

log (a -f- c) = 1 ,4a583g3 
log (c — a) = 0,9059373 
compl log b = 8,6020600 

d'où log de la som. ou de la difFér. = o,g638366. 

Le nombre qui correspond à ce logarithme étant 9,201 o3 plus 
petit que a 5 , est la différence des segmeus, et l’on tirera pour 
le plus petit 

BD = 7 m , 89948. 

La légère différence qui existe entre ces deux valeurs , pro- 
vient du nombre d’opérations qu’il a fallu exécuter par la pre- 
mière méthode; mais elle prouve en même temps que l’erreur 
est inappréciable dans la pratique. 

Connaissant BD , ôn aura 

PD — \/(BP -f- BD) ( BP — BD). 

48. Problème III. Trouver la distance de deux points 

inaccessibles. 

Soient les points P et Q (fig. 1 4) après avoir pris arbi- 
trairement une base AB qu’on mesurera , on observera du 
point A les angles PAQ, QAB, P AB. Si les droites PQ, AB 


Côtés AB, AC, et rencontre en m le prolongement dn même côté AB , 
on aura ( Céom .) 

Am ; Ac::A P :An. 

Or Am est la somme des côtes AB , BC , An en est la différence, Ap est 
la différence ou la somme des seginens, suivant que la perpendiculaire B O 
tombe en dedans ou en dehors du triangle , et le côté AC est la tomme ou la 
différence des segment dans Ict mêmes circonstances. 
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sont dans un même plan , l’un de ces trois angles sera égal à la 
somme des deux autres, sinon ils formeront un angle trièdre. 
Dans tous les cas, après avoir observé du point B les angles 
ABP, A BQ, on connaîtra, dans le triangle AP B, le côté AB 
et les deux angles adjacens P AB , PB A ; on pourra par consé~ 
quent déterminer le côté AP. On connaîtra de même dans le 
triangle AQB le côté AB et les angles adjacens, on pourra 
par conséquent déterminer le côté AQ. Ainsi on connaîtra 
dans le triangle PAQ , l’angle PAQ et les côtés qui le com- 
prennent; on pourra donc déterminer le troisième côté PQ, 
qui est la. distance cherchée. 

( Il est aisé de voir que le problème précédent n’est qu’un 
cas particulier de celui-ci). 

Supposons, par exemple, qu’on ait trouvé 

AB — 3ao m , P AB = 67° 45', PAQ = 54° 5/ 10', 

QAB=34 u 4 7 ’io“, ABPtcz5i°63', ABQ = 3g°3o'; 


on aura 


APB = 8o° ga' , AQB = taG'aa' go". 


Cela posé , 


sin5i°63„ „ 
AP—- — ÿ— — , 3ao“ , 
sin 8o° ga 


Or 


Iog AP = log sin 5 1 0 63' — log sin 8o° ga' -f- log 5ao. 

log sin 5i° 63' = 9,8603347 
compl log sin 80° 92' = 0,0198044 
log3ao =a,5o5i5co 

• log AP — 2,385279! ; 

donc AP = 242 n ',8i 7 . 

De même, 

. sin3q°3o' sin3q 0 3o' _ _ 

AQ = - — — -, — - 3ao m = ^ — ; — s 3ao m . 

v sini2t> 0 aago cosab aa 90 

5 * 


Digitized by Google 



68 

Or 
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!og sin 3 g 0 3 ®' = g,76a56g3 
compl log cos a6° aa' go" = o,o37g5a8 
log 3 ao = 2,5o5 1 5 oo 

log AQ sa a, 3o567a i ; 


donc ^fÇ = aoa,i4ga. 

On a ensuite (n° 43 - II)' 


PQ = {AP — AQ) 


1 1 

COS et * 


l'angle et étant déterminé par l’équation 


ou 


tang <t = 


a sin \PAQ 
AP — AQ 


y/AP.AQ, 


log tang <t = log a + 1 log AP + £ log AQ + log sin £ PA Q 
-log {AP-AQ). 

Or 

log a = o, 3 oio 3 oo 
| log AP — i,iga 63 g 5 
£log AQ = i,i 5 a 836 i 
log sin j PA Q = g, 4284524 
compl log {AP — AQ) = 8 , 3 g 074.9a 

d’où log tanga = 10,466707a 


et <t = 7g 0 o' g 5 ". 

D’ailleurs 

logPQ = log {AP — AQ) — log. cos* : 

or , 

log {AP — AQ) = i, 6 oga 5 o 8 
compl log cos * sa o,48g755o 

d'où log PQ — a,oggoo 58 ; 

et enfin PQ= ia 5 m , 6 c 5 . 
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49. PROBLÈME IV. Étant donné dons un triangle, un 
angle , le coté opposé et la différence des deux autres , trouver 
ces deux derniers et les angles opposés. 

Supposons que l'on connaisse l’angle A (lîg. i 5 ), le côté BC 
et la différence des côtés AC, AD. Si l'on prend AD — AB , 
le triangle ABD sera isoscèle ; et comme l'angle A est connu, 
<?n pourra déterminer la somme des angles ABD , ADB , et 
par conséquent chacun d’eux. On connaîtra donc l’angle CDD 
qui e~t supplément de ADB , et l’on aura dans le triangle 
CDD , les deux côtés BC , DC , et l’angle opposé au côté BC\ 
ainsi l’on pourra calculer les angles DBC , BCD , et par suite 
les côtés AB , AC. D’ailleurs, comme l’angle ADB est né- 
cessairement aigu , l’angte BDC sera obtus , et par conséquent 
DUC sera aigu ; ainsi l’ambiguité remarquée (n° 42) n’a pas 
lieu ici. 

Soit l’angle A—/fi° 5 o', le côté BC—ia m , et AC — >•{/?— 4 m i 
on aura 

ADB + ABD = i 5 o° 5 i', et partant ADB=yS° j 5 '. 
Cela posé, 

sin DBC — ~ sin BDC — i sin jS* y 5 ' : 
cr 

log sin 75° 75' = 9,9676934 
log 3 = 0,477 ta i 3 


donc 


log sin DBC — 9,4905781 , 


et DBC = 20 0 a' 83 " ; delàÆ = q5°77' 83 ", et C— 55 * yz' 17". 
D’ailleurs 


AB — 


sin C 
si a A 


BC : 


or 


«Jonc 


log sin C = 9,8862030 
cornpl log sin A = 0,1609928 
log 12 = 1,0791813 

log AB — 1,1255761 , 


et AB— i 3 m , 346767, et ACx=. 17™, "46767. 
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5o. Problème V. Trois points étant donnes sur une carte, 
on demande d'en déterminer un quatrième par la connais- 
sance des trois angles formes par les droites qui joignent le 
point < herche et les points donnés. m 

Soient A, B, C les trois points donnés (Gg. i6), et M le point 
cherché; nommons a, b les distances AB , BC , et et , & les 
angles connus AMB , BMC , x, y les angles inconnus DAM , 
B CM. On aura dans le triangle AMB , 


MB = 


dans le triangle BMC , 


MB 


d’où 

et partant. 
On tire de là 

ou (n* 45) 


a sinx 
sin a. * 

b sin y 

lüTf ' 


asmx 0 sm_y 

sin <t sin £ * 


a sin $ 


sin x + sin_y b sin et. -f- a sin £ 

sinx — sin_y b sin a. — a sin $ * 


tang 


x + y 


, sin 0 

b -f- a - 

sin a. 


tan” 


sin (3* 


a sin a 

(Jv l’angle M et l'angle B étant connus , on aura x f- y — 


■ B — M\ ainsi tang : 


: ±y 


est connu, on tirera donc de cette 


équation la valeur de tang — 


tang 


x — y 


, sin *3 
b — a- r — 


s>n a f B 4- ü/\ 
— tang 


b -f- a 
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Connaissant alors la demi-somme et la demi-différence des 
angles x, y , on aura aisément chacun d’eux. 

Il est à remarquer que îe problème devient indéterminé 
quand B-\- M — ir , car alors sin x = sin^ , et les inconnues 
disparaissent de l’équation. 

Supposons , pour donner un exemple de ce problème , 

a=2oo“, b-=z 170™, <t= 5 i° 43 ', #= 33 ° 5 o', B =ziay° 4 ^'} 


on aura 


<* + # = Ar= 84 ° 93 ', — — = 1 06° 17', 


et partant 

Cela posé, on a 
a sin # 


83 '. 


log 


sin u 


= log a + log sin # — log sin et : 


or 


log 200 = 2,3oio3oo 
log sin 33 ° 5 o' = 9,7009334 
compl log sin 5 i° 43 ' = 0,1409756 j 


donc 
a sin # 


. a sin # . , 

1°S - Tir-r — “,1429390» 

5JH « 


et = i 38 , 975 7 . 

sin a ,3/ ' 


Ainsi 


tang 




or 


donc 
* 


log 3 i, 0243 = 1,4917020 
log tang g 3 ° 83 ' = 1 1,0122322 
compl log 308,9757 = 7,5100756; 


log tang — = 10,0140098, 


et - — = 5 i° a' 66" ; d’où 
a 


*=144° 85 ' 66' , y = 4 a° 80' 34 '- 


5 * 
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5i. PROBLÈME VI. Trouver l'expression de la surface d'un • 
triangle en fonction des données dos diffërens cas qui peuvent 
se présenter dans la résolution. * 

i*. Lorsqu'on connaît les angles et un côté. Soit a le côté 
connu, la surface du triangle ABC est exprimée en général par 

—, h étant la perpendiculaire abaissée du point A sur le 

i 

côté a; on a d’ailleurs 

h — b sin C , b — 5 a ; 

sin A 


ainsi 


, gin B sin C 
h = . a. 


sin A 


et partant, 


surf ABC — 


sin B sin C 
a sin A 


a°. Lorsqu'on connaît deux côtés et l’angle opposé à l'un 
d'eux. Soient a, b , A les côtés et l’angle connus, on a 

sin B ss - sin A , 
a 

sin C = sin (A -f- B) = sin A cos B -f- sin B cos A. 

= (J> cos A ± VX®* — sin*^f)) : 


r vny. abûnC , 

or surf. ABC s= — = — - — ; donc 


surf ABC i 


a a 

0 

b sin A 


(6 cos A ± l/(a* — 4*sin*^f)}. 


3°. Lorsqu’on connaît deux côtés et l’angle compris. Soient 
a, b , C les côtés et l’angle donnés ; on aura évidemment 


surf ABC = ?. h 

a a - 


1 
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4 ®. Lorsqu'on connaît les trois cotes. Comme on a (n° 44 ) 

^ _ » V s O— a ) ( * — (S — c) 

sin c = • > " ; 


surf ABC = \/s (5 — a) (s — i) (j — c) , 

résultat remarquable par son élégance et sa simplicité. 

Problème VII. Étant donnée la surface d’un polygone 
inscrit et celle du polygone circonscrit semblable, trouver celles 
du polygone inscrit et circonscrit d’un nombre de cotés double. 

Soit j 4 B (fig. 17) l'un des côtés du polygone inscrit donné , et 
m leur nombre ; ab te côté homologue du polygone circonscrit 
semblable ; AC, DC deux côtés du polygone inscrit d’un nombre 
double de ‘côtés, mn un côté du polygone circonscrit sem- 
bable-, Am et lin deux de ses demi-côtés. Nommons p , P les 
surfaces des polygones inscrit et circonscrit donnés , et p' , P* 
les surfaces des deux autres polygones analogues ; on aura 

p = m.AOB , P — m.aOb, 

, p'~am.AOC, P 1 — om.mOn. 

Or si l’on nomme et l’angle AOC , on trouvera facilement 

tri A OB = î OA . sin 2et = OA sin a cos a 

— * . ■■■ * sin et 

tri aOb — uO . sin 2et = OA 

COS* 

tri AOC= î AO sin et 

1 _ —a sin et 

tri mOn =i mO sin et =5 OA — — — , 

* 1 COS* j A 

en observant qu’on a 

n AO AO 

aO ~ , mO — — — ; 


p — m.OA sin a cos * ,P = m. OA 
p' = m.OA sin et , P' = m . OA 
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On tir* de là 


TRIGONOMÉTRIE. 


4 = co set, 
P 

et partant 

£ 

P' 

Pi 

P 




cos a 


= p , qui donne p' 1 — Pp , 



d’où P — 


n// 3 <zPp 

P + P' ~P + P " 


Ces formules extrêmement simples, donnent le moyen d'ap- 
procher d’aussi près qu’on le voudra de la surface du cercle ÿ 
et partant, si l’on fait le rayon = i , du rapport de la circon- 
férence au diamètre (Voyez Géom. de Legendre. Liv. IV, 
Prop. i4). Au reste il serait aussi aisé de trouver des formule» 
analogues pour les côtés eux-mèmes. 


FIN UE LA TRIGONOMÉTRIE. 
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fixée lorsqu’on connaîtra la partie MP de la parallèle, cora- 
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APPLICATION 

DE L’ALGÈBRE 

A LA GÉOMÉTRIE. 


PRÉLIMINAIRE. 


i. 1.L est aisé de fconcevoir comment le calcul est applicable 
à la solution des problèmes de Géométrie , car on ne peut 
avoir à déterminer que des longueurs , des aires , des volumes , 
des angles et des points; or les longueurs, les aires et les vo- 
lumes sont des grandeurs évaluables en nombres, et la Trigo- 
nométrie fournit les moyens de ramener la considération de* 
angles à celle des lignes connues sous le nom de lignes trigo- 
nometriques. Il ne reste donc qu’à faire voir comment on peut 
déterminer la position des points. 

a. Pour déterminer la position d’un point sur un plan , con- 
cevons dans ce plan deux droites indéfinies A" AX, Y AV (fig. 1 ) 
qui se coupent en A sous un angle quelconque, mais dont la 
position^ l'inclinaison soient connues. Si par le point M , qu'il 
s’agit de déterminer, on imagine une parallèle MP à l'une de* 
deux droites, AY , par exemple, la position de ces points sera 
fixée lorsqu’on connaîtra la partie MP de la parallèle, com- 
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prise entre le point M et l'autre droite A. X , et la partie 
AP que la parallèle intercepte sur cette dernière. La partie 
AP se nomme Y abscisse , la ligne MP Y ordonnée du point 
M. Si par ce point on mène MQ parallèle à AX , la partie 
AQ interceptée pair cette parallèle est évidemment égale 
à l'ordonnée MP , tandis que MQ est égale à l’abscisse AP. 

» Ainsi les abscisses et les ordonnées peuvent se compter sur 
chacune des lignes AX , AV. Celle sur laquelle se comptent 
les abscisses, se nomme axe des abscisses ; celle sur laquelle 
se comptent les ordonnées, axe des ordonnées. L'abscisse et 
l’ordonnée portent le nom commun de coordonnées , et par 
cette raison, les axes celui d’a-res des coordonnées ; le point 
d'intersection des deux axes s'appelle origine. 

3 Mais jusqua présent rien ne détermine dans lequel des 
quatre angles XAY , X' AY, X' AY ' , XAY' le point est situé; 
car en supposant AP 1 = AP et MP = M' P' — . M" P' — M m P , 
ce point pourrait être indifféremment M , M f , AI ", il/*, tant 
que l’on ne fera attention qu’aux valeurs numériques de l’ab- 
scisse et de l’ordonnée. Mais d’après c»que nous avons dit en 
Algèbre et en Trigonométrie, l’opposition de signe exprimant 
une opposition dans la direction , si l’on regarde comme posi- 
tive l’abscisse AP , l’abscisse AP" sera négative; et de même, 
si MP ou A Q est positive , M“P ou AQ' est négative. Ainsi , 
une fois que l’on aura fixé le sens dans lequel on regarde les 
abscisses et les ordonnées comme positives, la position du point 
sera entièrement déterminée. 

L’analogie de cette méthode, avec ce que nous avons dit en’ 
Trigonométrie , sur les signes des sinus et cosinus , se laisse 
appercevoir au premier abord , et peut en faciliter l’intelli- 
gence. 

4- Imaginons maintenant une suite de points situés sur un 
même plan ; chacun d’eux aura son abscisse et son o^onnée ; 
et si ces points forment une ligne continue, il est aisé de voir 
qu’en prenant l’abscisse à volonté, et menant par son extrémité 
une parallèle à l’axe des ordonnées, on déterminera l’ordonnée 
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correspondante à l’abscisse arbitraire, ce sera la partie de cette 
parallèle comprise entre la ligne et l’axe des abscisses. Donc , 

' dans ce cas, l’ordonnée , quoique variable ainsi que l’abscisse, 
dans tout le cours de la ligne tracée sur le plan , sera dépen- 
dante, et par conséquent fonction de l’abscisse. Cela posé , si 
cette fonction est la même pour tous les points, c’est-à-dire , * 
si une ordonnée étant exprimée en fonction de l’abscisse cor- 
respondante , il suffit de remplacer dans la fonction cette ab- ‘ 
scisse par celle d’un autre point pour avoir l’ordonnée de ce 
point, l’équation qui aura lieu ainsi entre l’ordonnée et l’ab- 
scisse d’un point quelconque, 'est ce que l'on appelle l’ équation 
de la ligne. Pour la trouver , il faut connaître une propriété 
commune à tous ses points , et exprimer cette condition do 
manière à lier entre elles l'abscisse et l’ordonnée. 

On voit par ce qui a été dit (n°précéd.) , que le cosinus d’un 
arc est proprement l’abscisse de l'extrémité de cet arc, et que 
le sinus en est l’ordonnée , les deux axes étant supposés rec- 
tangulaires et l’origiue au centre : d’ailleurs si le cosinus d'un 
certain arc est x, et que son sinus soit y , on a (Trig. n° 10) 

mais le sinus ou l'ordonnée étant ainsi exprimé en fonction du 
cosinus ou de l’abscisse , pour avoir le sinus y' d’un autre arc 
dont le cosinus serait x', il suffira de substituer x' au lieu de x , 
ensorte que la fonction reste la même pour un arc quelconque. 

Si l’on suppose doqc que x reçoive toutes les valeurs possibles 
qui puissent convenir à un cosinus, ±. \/(r* — æ 2 ) donnera 
pour chacune d'elles la valeur du sinus correspondant. L’équa- 
tion 

* y + 

est donc l'équation de la circonférence dont le rayon est r , 
pourvu que les axes soient perpendiculaires, et que l'origine 
soit au centre. ? 

5 . Réciproquement , une équation étant donnée ^ntre deux 
variables , elle peut toujours être considérée comme étant 
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l'équation d’une certaine ligne , en regardant l’une des varia- 
bles comme l’abscisse , et l’autre comme l'ordonnée. Pour cons- 
truire cette ligne , après avoir pris les deux axes , on donnera 
des valeurs arbitraires à celle des variables que l’on prend pour 
abscisse , et il en résultera une ou plusieurs valeurs pour l’or- 
donDée. Les extrémités de ces ordonnées seront autant de 
points de la ligne, qu'on appelle alors le lieu géométrique de 
l’éqiiation. 

6. On distingue les lignes , d'après la nature de leur équa- 
tion , en lignes algébriques et lignes transcendantes. Nous ne 
nous occuperons point de ces dernières. 

Les lignes algébriques se divisent en ordres on degrés , d’après 
le degré de leur équation. Ainsi les lignes du premier degré 
ou du premier ordre , sont celles dont l’équation est du pre- 
mier degré ; les lignes du second ordre sont celles dont l'équa- 
tion est du second degré , etc. Nous ne nous arrêterons dans 
ce Traité , qu’aux lignes du premier et du second ordre. 

Lorsque l’équation d’un certain degré peut appartenir à des 
lignes essentiellement différentes par leur forme ou par leurs 
propriétés , d'après des modifications de l’équation générale , 
les lignes de cet ordre se subdivisent en genres; chaque genre 
renferme les lignes qui jouissent des mêmes propriétés, et a 
une équation qui lui est particulière , sans cesser cependant 
d’être générale. Enfin , dans chaque genre , il y a un nombre 
indifini d 'espèces dépendantes des valeurs particulières que l’on 
attribue aux coeiïiciens. « 

7. L'équation d’une ligne dépendant à la fois de la forme 
qu’elle affecte et de sa position par rapport aux axes , on 
conçoit que l’équation doit changer , -*i l’on prend des axes 
différens. Pour opérer ce changement , il faut calculer les 
coordonnées de cette ligne relatives aux premiers axes, en 
fonction des coordonnées relatives aux nouveaux axes, et sub- 
stituer ces valeurs dans l’équation. Cette opération se nomme 
transformation des axes. 

La recherche de ces valeurs, qui est l'objet du n° suivant. 
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fait voir que si l’on nomme ,r ,y les coordonnées primitives, 

1 1 u les nouvelles coordonnées, les valeurs de x, y en fonc- 
tion de t , u, sont de la forme 

x = mu -f - nt + p , 
y = mu -f- n'i -f- p' , 

m,n, p, m, n , p' étant des quantités connues dépendantes 
de la position du nouveau système d’axes par rapport au pre- 
mier. Ces expressions étant du premier degré en t, u , ü en 
résulte que la substitution ne changera pas le degré de l'équa- 
tion. 

Mais parmi toutes les formes que peut prendre l'équation 
d’une certaine ligne rapportée à differens systèmes d’axes , on 
conçoit qu’il y en a de plus simples que les autres. Ainsi, 
étant donnée l'équation d’une ligne rapportée à de certains 
axes , on peut chercher quels sont les systèmes d'axes qui don- 
neraient une équation plus simple : il est même facile d’apper- 
cevoir la marche que l’on doit suivre. En elTet, lorsque la 
position des nouveaux axes est donnée , on connaît les coor- 
données de la nouvelle origine , et les angles que font les nou- 
veaux axes avec l’un des premiers •, alors m, n, p , m ' , n, p 
sont des fonctions de quantités données : mais quand la position 
des nouveaux axes est indéterminée , ces mêmes quantités sont 
arbitraires; et comme , après la substitution , elles font partie 
des coefficiens de l’équation , on pourra en disposer de manière 
à la simplifier , en supposant , par exemple , que l'introduction 
de ces quantités anéantisse quelques-uns des tenues. 

Passons maintenant à la recherche des formules dont nou# 
avons supposé l’existence. 

Supposons d’abord que les nouveaux axes A'X' , A Y' (fig. a) 
soient parallèles aux axes primitifs AX , AY. Soit M un point 
quelconque de la ligne ; faisons AP = x , MP —y , A' P" = x', 
MP' —y' ; nommons p et q les coordonnées Ap , A'p de la 
nouvelle origine A' ; on aura évidemment 

x — x! +p, y ~h q. 
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Ainsi, pour passer d'un système d’axes quelconques à un sys- 
tème d’axes parallèles , il faut ajouter aux coordonnées pri- 
mitives celles de la nouvelle origine , prises comme de droit 
avec leurs signes. • 

Il suit de là que, quelle que soit la direction des nouveaux 
axes, on pourra concevoir qu’on ne fasse d’abord que changer 
l’origine , et qu’ensuite on change seulement la direction des 
axes; de sorte qu’il suffira de faire le calcul comme si l’origine 
restait la même, et aux valeurs que l’on obtiendra, on ajou- 
tera seulement les coordonnées de la nouvelle origine. 

Soient donc maintenant les axes AX, ^}'(fig. 3) auxquels le 
point Métait primitivement rapporté, et que l’on prenne les axes 
quelconques AT et AU. Soit + l’angle XAY des axes primi- 
tifs , <t l’angle que fait avec l’axe AX le nouvel axe AT, et j3 
l’angle que fait l’axent/. Soient encore AP = x, MP —y les 
coordonnées du point M par rapport aux axes primitifs , 
AQ=t, MQ = u les coordonnées du même point par rapport 
aux nouveaux axes. 

Menons par le point Q les droites Qq , Qp respectivement 
parallèles aux axes AX, AY , on aura 

y = Mq qP = Mq -|- Qp , 
x — Ap -f- pP = A p 4- Qq : 


or les triangles MQq , AQp donnent (Trig. n° 35) 
lr u sin/3 

Mq =-7-r-, 

7 sm + 

fsin (+ — a) 


t sin * 

Qp = t> 


A P = 


, Qq 


d’où 


y — 

x = 


smt 

t sin et -f- u sin $ 
sin + 

t sin (* — <t) + u sin (* — /S ) i 
sin * 


sin * 

__ usin (» — 8) , 
sin + ‘ 


0 ) 


Si l’angle * est droit, sinfi- — ci) et sin(+— £) deviennent 
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cos* , cos|3 , on a d’ailleurs sin += 1 ; donc les formules se ré- 
duisent à 

y -= t sin st -f- u sin $ 1 

ar= t cos* ucos* j ' 

Si l’angle des axes primitifs étant toujours quelconque, celui 
des nouveaux axes est 'droit , comme cet angle est égal à 

/S — *,ona/3 = ~--f-*,et partant, sin jS = cos a-, de même 

sin (■+• — @) — sin — a. — ^ = — cos ( + — a); donc, dans 

ce cas , les formules deviennent 
t sin * -f- u cos * 


y = 


SU1 + 

t sin (+ — et) — u cos (* — a) | 


(3) 


sin + 


(4) 


Si les deux systèmes sont à angle droit, les formules (3) 
donnent 

y = t sin et -f- u cos a | 
x = t cos et — u sin * f ’ " * 

Au reste , ces différentes formules peuvent se trouver direc- 
tement pour chaque cas, en imitant ce que nous avons fait 
pour celui où les angles sont quelconques. 

g. Le degré d’une ligne étant connu , il est clair que l’on 
trouvera l’équation particulière à cette ligne , en déterminant 
convenablement les coefTiciens de l'équation générale de ce 
degré. Partant , si l’on veut déterminer une ligne de cet 
ordre, et sa position par rapport aux axes , au moyen de cer- 
taines conditions auxquelles elle doit satisfaire , ces conditions 
doivent être en même nombre que les coefficieas de l'équation 
générale. 

îo. On voit par là comment on peut exprimer par le calcul 
qu’une ligne satisfait à des conditions données ; il faut déduire 
du ces conditions des relations entre Iss coefiiciens de l'équa- 
tion de cette ligne et les quantités données par l'état de la 
question. • . 
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Par exemple, on exprime qu'une ligne passe par un point 
donné, en exprimant que le» coordonnées de ce point satisfont 
à l'équation de la ligne. Si elle doit passer par plusieurs points, 
on aura autant d’équations analogues qu'il y a de points. Les 
inconnues étant les coelliciens , n’entreront qu’au premier de- 
gré ; ainsi le problème sera toujours possible ; mais on voit en 
même temps que l’on ne peut faire passer une ligne d’un cer- 
tain ordre par plus de points qu’il n’y a de coelliciens dans 
l'équation générale de cet ordre. 

Si deux lignes se coupent , il est évident qu'à leurs points 
d’intersection elles auront memes coordonnées ; ainsi leurs 
équations auront lieu simultanément, en y supposant mêmes 
valeurs aux variables qui représentent les coordonnées. Donc 
eu éliminant entre ces deux équations , on déterminera les 
coordonnées des points d’intersection des deux lignes. 

Réciproquement , lorsque la solution d’un problème à deux 
inconnues conduit à deux équations entre lesquelles il fau- 
drait éliminer , au lieu d’exécuter cette élimination , on pent 
regarder les inconnues comme des coordonnées , construire 
séparément les lignes auxquelles appartiennent ces équa- 
tions, et les coordonnées des points où elles se coupent don- 
neront les valeurs cherchées, et même le point cherché, si 
les iuconnues sont effectivement les coordonnées d’un point 
qu’il s’agit de déterminer. Dans les deux cas, il y a autant 
de solutions réelles que de points communs aux deux lignes, 
de sorte que si elles ne se coupaient pas , le problème proposé 
serait insoluble. 

Ce que nous venons de dire suffit pour faire pressentir com- 
ment la considération des équations des ligues peut servir à la 
solution des problèmes de Géométrie. Cette marche est géné- 
rale et sûre ; il n'y a pas de problème qij’on ne puisse mettre 
en équation de cette manière , pourvu que l'on sache lire dans 
l’énoncé les conditions de la question , on que la solution ne 
sorte pas des bornes de l’analyse ordinaire. Mais cette mé- 
thode, préférable en général par sa fécondité, conduit quel- 
quefois à des calculs très-longs, surtout quand elle n’est pas 


t 
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Appliquée avec adresse; aussi est-il bou de s’exercer à trouver 
des solutions puisées dans les principes établis en Géométrie 
et en Trigonométrie. Nous aurons soin, lorsqu’il y aura lieu, 
d'appliquer les différentes méthodes, autant qu’il sera possible 
de le faire , sans donner trop d’extension à ce sujet. 

1 1 . Tant qu’aucune circonstance particulière ne déterminera 
l’inclinaison des axes , nous supposerons qu’ils soient rectan- 
gulaires entre eux. Nous imaginerons aussi l'axe des abscisses 
horizontal; que les abscisses positives se portent à droite, et 
les ordonnées positives au-dessus de l’axe des abscisses. 

Enfin nous consacrerons les lettres x , y aux coordonnées 
rectangulaires, x étant toujours l’abscisse et_y l'ordonnée , et 
les lettres t, u aux coordonnées obliques. 

ra. Quelquefois, au lieu de rapporter les lignes à deux axes, 
on détermine chacun de leurs points par leur distance variable 
à un point fixe qu'on nomme pôle, et par l'angle aussi variable 
que fait cette distance avec une droite donnée de position. 
L’équation prend alors le nom d'èquatiart polaire. 

11 est aisé de passer de l'équation d’une ligne rapportée à des 
axes à l'équation polaire. Soit t le pôle ( lig. 4 ) , p et q ses 
coordonnées , * le rayon variable rrM , et <p l’angle va- 
riable MttS , fS étant supposée parallèle à AK. On a 

x = p + pP, y = q + qM: 

or (Trig. n° 35) pP = nq = * cos <p , q M= z sin tp , d'où 

x ~ p -f- z cos f , 
y = q + z sin ç. 

Si l’on Veut au contraire passer de l'équation polaire à 
l'équation aux axes rectangulaires , on tire facilement des for- 
mules précédentes 

S = t/(x- — p +y — q) , tang f , 

et de là sin f, cos f , etc. 


j» 
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CHAPITRE PREMIER. 

Des Lignes du premier ordre. 


PARAGRAPHE PREMIER. 


i 


Discussion de l’Équation. 

i3. L’ÉQUATION générale du premier degré à deux incon- 


nues est 


On tire de là 


Ay -4* "1" é — o. 

A, et faisant 
y = ax *+■ b. 


00 


B C 

ou , divisant par A , et faisant — — à. 


( 6 ). 


X=ri =a: 


t»r si B MM' etc.(fig. 5) , est la ligne à laquelle appartient cette 
équation , et que par le poinrfi distant de l'origine A de la quan- 
tité AB —b, on mène BC parallèle à AX, il résulte de la 

relation = a , que le rapport-^ — — est constant, c’est- 


à-dire qu’oa a 


M P p’ M’P" 
AÏ-’M>' Al y - 
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Mp M'p' M“p" 
,'Bp ~ Bp' — Bp’ 


propriété caractéristique de la ligne droite. Et d’ailleurs , si 
l'on supposait que la ligne droite qui passe par le* points M , 
M' , ne passât pas par le point 31 " , ma» qu'elle rencontrât 


l’ordonnée M"P“ en m", on aurait 


MP' 


•Bp' ~ Bp‘ 


ff B 

mp 

<r> et partant. 


, m" p" — 3F p" . Donc enfin l’équation 


y = ax -f- k 


est celle d’une ligne droite qui rencontre l’axe des ordonnées, 
à un point dont l’ordonnée est b : si les axes sont rectangu- 
laires, il est évident que a est la tangente de l'angle que fait la 
droite avec l’axe des abscisses. Si les axes sont obliques , le 

» Mp 
rapport -ÿ- 

sinus de l’angle que fait la droite avec l’axe des abscisses, 
divisé par le sinus de l’angle qu’elle fait avec l’axe des or- 
données. 

Ainsi, en nommant 0 l’angle que fait la droite avec l’axe 
des abscisses , + l’angle des axes , on aura pour l’équation de la 
ligne droite rapportée à des axes obliques , 


, , , si» MBp , , , 

est égal a s j n yy yp ) 0 est-a-dire au quotient du 


^ sjn^-g) ^ ; 

sint) * 


b' étant l’ordonnée à l’origine. 

i4- On peut arriver au même résultat par la transformation 
des axes. 

En supposant la ligne à laquelle appartient l’équation (a) 
rapportée aux axes rectangulaires AX , AY ( fig. 6 ) , nous ' 
commencerons par changer l’originelkns changer l'inclinaison 
des axes; il faut (n® 8) faire dans l'équation 

* = •*•' + p» y=y' + q-, 

4 


Digitized by Google 


85 APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

ce qui la change en 

Ay 1 -f - Bx* -f- Aq -j- Bp -|* C = B. 

Il n'y a ici qu'une seule hypothèse à faire pour simplifier 
l'équation , c’est qu’on ait 

Aq -f- Bp -f- C ~ o j 

supposition qui réduit l’équation à 

Aÿ -f- Bxf =o (a') 

La condition Aq ~f- Bp + C = o ne suffit pas pour déterminer 
p et q ; elle exige seulement (n° 10 ) que la nouvelle origine 
soit prise sur la ligne elle-même , puisque les coordonnées p • 
et q satisfont à l'équation de cette ligne. 

Si nous passons maintenant des axes rectangulaires A'X', 
A' V' à des axes A'T , A' U dont l'inclinaison soit indéter- 
minée il faudra (n° 8) faire 

y' — t sin a -f- u sia /S , 
x' = t cos et -f- u cos 0 , 

et et (8 étant les angles que font avec l’axe des x' celui des t 
et celui de» u respectivement. L’équation (o') devient 

sin a -f- B cos et) t -f- (A sin 0 +/ cos0)wr=o. 

Il semble d’abord qu’au moyen des indéterminée» « et 0 , on 
puisse anéantir absolument l’équation ; mais les hypothèse* 

A sin et -f -B cos et — o , 

A sin 0 -f- B cos 0 = o , 

donnant 

JB ’ ff 

tang « — — - , tang 0 ~ ; 

si on les faisait à-la- fois, il s'ensuivrait tang et tang0 , d’où 
« = 0; les deux axes du nouveau système se confondraient 
donc , et ne formeraient qu’une seule et même ligne droite , 
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ce qui est absurde : ainsi elles ne peuvent Être faites que sépa- 
rément, c'est-à-dire, l’une ou l'autre seulement. 

La première donne 

{A sin /3 + B coâjS)tt = o , ou u — o\ 

elle détermine la position de l’axe. des t, et laisse l'axe des u 
indéterminé : or l'équation u=o est évidemment celle de 
l’axe des t, car elle appartient à tous les points pour lesquels 
l’ordonnée est nulle , l’abscisse étant d'ailleurs quelconque : 
donc la ligne à laquelle appartient l’equation (a) est une ligne 
droite qui fait avec l'axe des x un angle dont la tangente est 
B 
* 

La seconde hypothèse donne 

t — o ; 

elle détermine la position de l’axe des u , et laisse l'axe des t 
indéterminé; et comme t — o est l'équation de l'axe des u , 
on retombe sur le meme résultat. 

C 

D’ailleurs , quand on fait 1 = 0, on trouve yx= — ; donc 

C 

— — est l'ordonnée à l’origine. 

i 5 . Le premier ordre ne renfermé par conséquent qu’un seul 
genre et même qu’une seule espèce , car en faisant varier les 
coefficiens , on ne peut que changer la position de la droite 
par rapport aux axes. L'équation pouvant se mettre sous la 
forme 

^ = ox-f b 

ne renferme que deux coefficiens a et b ; ainsi il faudra deux 
conditions pour déterminer laligne droite , ce qu’on sait déjà 
par la Géométrie. 

Si b = 0 , la droite a pour équation 
y=ax, 

et passe alors par l’origine. 
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Si <i=o , réquation devient j = b , et la droite est évidem- 
ment parallèle à l’axe des abscisses. On voit de même que 
x — c serâit l’équation d'une droite parallèle à l’axe des or- 
données. 

îG. Pour construire une ligne droite dont l’équation est 
y = ax -f- b , 

on peut se servir directement de l’ordonnée à l’origine b , et 
du coefficient de x qui est la tangente de l’angle que fait cette 
droite avec l’axe des abscisses. Mais comme on connaît déjà 
le point où elle rencontre l’axe des ordonnées , on peut encore , 
en faisant y = o , chercher le point qui se trouve sur l'axa 
des x ; cette supposition donne 

, , b 

ax -1- b = o , ou x— : 

a 

on aura ainsi deux points qui détermineront la ligne dont on 
a l'équation 

17. Pour trouver l’équation polaire de la ligne droite, il 
faut dans l’équation 

y = ax -f b , 

faire (n° 12) , 

x = p + z cos ç> , y — q -f- z sin ç. 

Elle devient 

2 ( sin ^ — a cos <p) -f- <7 — ap — b — o , 
ou 

q — ap — b 
sin p — a cos p 

•JÇ ( f 

Si l’on fait ç = — , on a sin t> = 1 , co6 p — o ; ainsi , pour 
2 

cette valeur de <p , 

s = — (<7 — : ap — b) ; ^ 

donc le numérateur de la valeur de a est le rayon perpendi— 


I 

k 
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culaire sur J'axe; si nous le désignons par r, l’équation po- 
laire de la ligne droite sera 

sîn p — a Cos p 


où a est toujours la tangente de l'angle que fait la droite avec 
l’axe, et r le rayon qui est à angle droit avec cet axe. 

S IL 


Détermination de la ligne droite par des conditions élémen- 
taires , combinaison des lignes droites entre elles. 


18. Trouver V équation d’une ligne droite qui passe par deux 
points donnés. 

Soient x',y et r? ,ÿ les coordonnées des deux points donnés; 
l'équation cherchée sera de la forme 

y = ax + b, 

et puisqu’elle doit passer par les deux points, on aura (n° 10) 
les équations . 

y' = ax' -f- b , y" — ax" -f- b , 


où a et b sont les inconnues. La marche la plus naturelle est 
d'éliminer successivement a et b entre ces équations, ce qui 
conduit aux valeurs 



b 


_ V» * 


et par conséquent à l’équation 




mais cette équation se présentera sous une forme plus symé-e 
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trique et plus facile à retenir , en faisant le calcul de la ma- 
nière suivante. 

Si de l’équation y = ex -f- b , on retranche l'équation 
y' =s aaf -f- À, il vient 

y— y = a(x — x'), 

équation d’une ligne droite qui fait avec l’axe un angle indé- 
terminé, niais qui passe par le point donné', cette fonne nous 
servira fréquemment dans la suite. D’ailleurs, la droite passant 
par le point dont les coordonnées sont x", y" , ces quantités 
doivent satisfaire à la dernière équation ; on a donc 

y" y' 

y —y =a(x' — x') , ou 
d’où, en substituant cette valeur. 

Il est facile au reste de se convaincre à posteriori , que les coor- 
données x, y et x', y“ satisfont à cette équation. 

Si les points par lesquels passe la droite sont M' , M“ (fig. 7) , 
on voit, en menant la droite M’m parallèle à AX , que la par- 
tie Mm’ de cette droite comprise entre les deux points, , 
est exprimée par 

S/{Mm + ) = 1 /{(/ -/)* + (*' — x*)’} , 

x'.y, x*,y, étant toujours pris avec leurs signes. 

19. Deux droites étant données par leurs équations , trouver 
r angle qu'elles font entre elles. 

Soient 

• y = ax + b , y = a' x + b' ; 

les équations des'droites BM, O/ (fig. 8) respectivement; on a 
a = tang MBX , a' = tang MCX. 

Si l’on mène CD parallèle à BM , l’angle DCM sera égal à 
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l’angle BMC -, mftis DCM = MCX — MBX. Donc la tan- 
génte de l’angle cherché est égale à la tangente de la diffé- 
rence des deux angles MCX et DCX , ce qui donne (Trigon. 
n° i5). » 

* tang BMC = 

ao. Par un point donné , mener une droite qui fasse un 
angle donné avec une droite donnée , c’est-à-dire , trouver son 
équation ? 

Soit 

y— ax + b , 

l’équation de la droite donnée , m la tangente de l’angle , x' , y * 
les coordonnées du point ; l’équation de la drôite^ cherchée 
sera (n° 1 8 ) > * 

y— y 1 =a(x — x'), 

. ♦ 

où il ne reste que fl' à déterminer. Observons à cet égard r 
que dans le n° précédent nous avons supposé que l’angle MCX 
fut plus grand que l'angle MBX, ou, ce qpi revient au même , 
qjje le point C se trouvât placé adroite du point B- Si le con- 
traire avait lieu , c’est-à-dire , si le point Ç était en Ç , on 
aurait 

tang BMC = — — —, , 

° î-f -aa! 

expression qui ne diffère de la précédente que par le signe. 
Il est clair d’ailleurs que dans ce changement, la droite MB 
est restée immobile , et que l’angle BMC, en devenant BMC , 
A seulement passé de la droite à la gapche relativement à la 
ligne MB. Cette différence de signe se présente d’eJJe-même, 
et ne peut faire éprouver aucune difficulté, quand on cherche 
l’angle BMC-, mais dans la question qui nous occupe, l’angle 
BMC est connu, et si nous supposons que la droite donnée 
soit BM , il n’y a pas de raison pour imaginer que l’angle BMC 
«oit fait plutôt d’un côté que de l'autre dé la droite BM. On 

6 * 
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doit donc admettre également les deux hypothèses, et l'on 

aura 

. a — a a'—a 

±. — ■ -, — m , ou — ■ -, 

* 1 -f-aa i-j-aa 

d’où 

, adzm 


= 2zm-, 

* 


a 


:am 


en prenant m avec son signe ou avec un signe contraire, sui- 
vant que l’angle doit être fait à droite ou à gauche de la droite 
donnée. 


Si la droite cherchée devait être perpendiculaire sur la droite 
donnée , on aurait m = £ ; ainsi l'équation 


donne 


a — a 
î -j-aa' 


1 -f- aa' = o , 


a =-«’ 


comme on le sait par la Trigonométrie. 

Si elle devait être parallèle à la droite donnée , on aurait 
m = o, et partant, a , = a; ce qui est évident par soi-mêrqe , 
car les deux droites font des angles égaux avec l’axe des abs- 
cisses. 


ai. Le problème du n° 18 a lieu de la même manière, 
quand même les angles ne sont pas rectangulaires entre eux; 
mais les deux derniers n’ont plus lieu , puisque la solution 
repose sur la propriété qu’a le coefficient de x d’être la tan- 
gente de l’angle que la droite fait avec l’axe. Mais nous avons 
vu (n“ i 3 ) que dans l’équation 

u == at -j- b , 

sinfl . , . 

on a a s= ? ■ — , + étant 1 angle des axes, et 6 celui que 

si n ■■ ■" o j 

la droite fait avec l’axe des t : d'où l’on tire, en développant 
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le dénominateur, et divisant haut et bas par cos 6, 

tang fl 




a — 


sin + — tang 8 cos + * 
et en résolvant cette équation par rapport à tang fl , 


. a sm + 

tang fl = — : 

i -f- a cos + 

or quelle que soit l’inclinaison des axes , l’angle de deuxdroites 
est toujours égal à la différence des angles que font ces droites 
avec l’axe des abscisses; ainsi l'équation d’une autre droite 
étant 

u = ait -f- b ' , 

et fi' l’angle qu’elle fait avec l’axe ; on aura de même 


d’où 


et 


tang 6' = 


a sin 


tang (fl' — fl) = m — 


î -f- a cos + 1 

(a' — a) sin+ 


î —H (et -J- a') cos+ -f- aa' 


a sin+drm(i -f-acos ♦). 
sin m (a -f- cos+) ’ 


en prenant parla même raison que ci-dessus, m avec le double 
signe. 

Si les deux droites sont perpendiculaires, m étant on doit 
avoir 

1 -f- (a -f- a') cos + -}- aaf = o , 

ou 

, i -f- a cos + 

a -f- cos + 


Si dans ces formules on supposait += - , elles retomberaient 

dans celles des ri 0 ’ précédées. Si les droites sont parallèles, on 
a a — a' , comme dans le cas des axes rectangulaires. 
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Dorénavant nous ne nous arrêterons plus au cas où les axes 
sont obliques ; et nous nous contenterons ici d’ajouter une 
observation essentielle relativement à la distance de deux points. 
La formule donnée pour cette distance (n° 18 ) suppose expres- 
sément que les axes soient rectangulaires. S'ils ne l’étaient pas, 
et qu'ils fissent un angle + , il est aisé de conclure de ce qui 
a été dit en Trigonométrie (u # 43 > IL) que cette distance est 

y/{ u ' — u y —2 (u' — u’) (t' — J") cos + + (i'— O*} ; 

• , u' et t", u* étant les coordonnées obliques des deux points. 

aa. Deux droites étant données par leurs équations , trouver 
les coordonnées de leur point d'intersection. ' ^ 

D’après ce qui a été dit (n° îo) , tout se réduit à éliminer 
entre les équations des deux droites. Soient ces équations 

yz=ax-\-b, y — ax+b'i 

on trouve, opération faite, 

b'— b ab’—a’b 

x — ,71177 » y — „ ’ - > 


Si l’on avait a^=a', ces deux valeurs deviendraient infinies, 
ce qui prouve que dans ce cas les droites ne se rencontrent pas; 
*n effet, nous venons de voir’qu’alors elles sont parallèles. 

Si l'on avait en outre b = b' , chacune de ces mêmes va- 
leurs deviendrait en effet, dans ce cas, les droites se con- 
fondent, et tous les points étant communs , on doit avoir une 
expression indéterminée poilr les coordonnées de leur point 
de rencontre. 


a5- Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée d’un 
point donné sur une droite donnée. 

Soit 


y = ax -f b 

l’équation de la droite ; a/, y les coordonnées du point. L’éqna- 




4 
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tion de la perpendiculaire sera (n° ac) 


y —y = — ^ — Æ ') ; 


on trouverait la longueur cherchée , en calculant par l’élimi- 
nation (n° précéd.) les coordonnées x, y drf pied de la per- 
pendiculaire , et substituant leurs valeurs dans la formule 

y {(y — /)* + (* — =<*• 


Mais on peut faire le calcul plus simplement ; en effet, comme 
on a y — y' = — - (a: — xf ) , eu substituant sur-le-champ 
cette valeur dans d, il en résulte 




or l’équation y — ax-f-b peut se mettre sous la forme 
y — y' = a {x — x?) — y -f- ax' -f*- b. 


Cette équation combinée avec celle de la perpendiculaire , 
donne 


d'où 


( a + î) (x “ * ) =/ — ax J — b, 


, y' — as? — b 
x — x a , 

a‘ -f-i 1 


et partant , 


d 


y' — ax' — b 

'Yk-hT 


L’équation polaire de la ligne droite conduit à cette expres- 
sion d’une manière trop simple , pour que nous négligions de 
le faire remarquer. Si l’on prend le pôle au point donné 4 
l’équation polaire de la droite donnée, sera (n° 17) 

y' — ax' — b y — ax' — b 

8 sinç — acosp cosç(tangf — a) ' 

6 * . 


/ 


« 


9 
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or si le rayon variable est perpendiculaire sur la droite, on à 

tan S ? = — d'où cos? =-^2—-, donc 

y' — a/ — ■ b 
t - t “‘ »/(«*+ i)" * 
comme ci-dessus. 

Il est essentiel de faire attention au signe dont on affecte 
cette valeur de d ; ce signe dépend à-la-fois du dénominateur 
y/(o’ -f- i) «t du numérateur y' — ox' — b, ÿ(a' + i ) est la 
sécante de l’angle dont la tangente est a; or on sait (Trig.) 
que le signe de la sécante est le môme que Celui du cosinus. 
Ainsi cette expression doit être prise avec son signe ou avec 
un signe contraire, le numérateur étant supposé rester le même, 
suivant que le cosinus de l’angle est positif, ou négatif. D'un 
autre côté, y' — ax' — • b' est la partie de l'ordonnée com- 
prise entre le point et la droite donnée ; le signe de cetta 
distance dépend de la position du point par rapport à la 
droite ; ainsi , pour une même droite , d doit être pris avec 
son signe ou avec un signe contraire, suivant que le point est 
au-dessus ou au-dessous de la droite. Si le point était effec- 
tivement donné , sa position déterminerait d’ elle-même le signe 
de la fonction y — ax’ — ij mais quand en doit chercher, 
par exemple , les coordonnées 3 ! , y? par la connaissance de la 
longueur de d, cette fonction étant elle-même inconnue, son 
signe est indéterminé. 


§ III. 

Application de ce qui précède à la solution de quelques pro- 
blèmes et à la démonstration de quelques théorèmes de 
Géométrie. 

a 4- PROBLÈME I. Étant données trois droites qui se coupent 
deux à deux , construire un quarté qui ait Ses quatre angles 
sur ces trois lignes. 
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Puisque le quarré cherché doit avoir ses quatre angles sur 
les trois droites données, l’un de ses côtés se confondra né- 
cessairement , quant à la direction , avec une de ces droites. 
Ainsi, il y aura trois hypothèses à faire, en supposant alter- 
nativement que le quarré repose sur chacune des droites; niais, 
il suflit de s’arrêter à l’une d’elles, car on traiterait les autres 
de la même manière. 

Soient donc les trois droites qui forment, en se coupant, 
le triangle ABC (Gg. q) ; prenons pour axe des abscisses la droite 
AB , l’origine au point A. Si la figure abcd est un quarré, on a 
ad = bc == de ; ainsi il faut trouver la valeur de l’ordonnée 
qui, étant la même pour les droites AC, BC , est encore égale 
à la différence des abscisses correspondantes. 

Cela posé, la droite AC passant par l'origine et par le 
point C, dont la position est connue par rapport à la droite 
AB , et dont par conséquent nous désignerons les coordonnées 
par a/, y', son équation sera 

y 

• y-7 x - 

La droite BC passant par le point C et par le point B , dont 
l'ordonnée est zéro , et defet l'abscisse est égale à la ligne con- 
nue AB , que nous représenterons par c, son équation sera 

* ' O'-îÉr.C*-')- 

La première donne 

x = 

la seconde 

* = — £ + c — 

y y 

Mais rien n’exprime dans les conditions du problème, que 
le point d soit plus près de 1 origine que le point c , car on 
peut concevoir les points a et b en a' et b' sur les prolonge- 
ment des côtés AC , BC du triaDgle ABC. Ainsi, on doit 

7 
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affecter la différence c — du double signé , puisque dan^ 

l'un des cas , la différence doit être prise dans un sens, et que 
dans l’autre cas elle doit être prise dans un sens contraire, 
pq aura donc '401 


c — c f = -y- 


çquation d’où l’on tire 
|t partant. 


v=-2L_ 

c±.y" 

caf 

c±.y 


Ces valeurs sont faciles à construire par des quatrièmes pro- 
portionnelles, et le problème a généralement deux solutions 
pour chaque droite , c’est-à-dire six en tout. On peut remar- 
quer que des deux valeurs de^j, celle où l’on prendre 'igné -f- 
est toujours finie et positive , ' tandis^jue l’autre n’est finie et 
positive que lorsque y est < c, ç'est-à-dire , lorsque la base 
du triangle ABC est plus grande que sa hauteur : si elles sont 
égales , y devient infini, ainsi la seconde solution n’efcste pas ; 
si la base est plus petite que la hauteur , y est négatif, ainsi 
le second quarré est au-dessous de Ail. 

La valeur de y est remarquable, comme ne dépendant que 
de la base et de la hauteur du triangle ABC , d'où il suit que 
les quarrés sont les mêmes pour tous les triangles de même 
base et de même hauteur. 

On peut déduire de cette proposition une solution géomé- 
trique très-simple, que nous laisserons à démontrer. On pro- 
longera la base AB de manière qu'on ait DE— AB , on join- 
dra CE ; on partagera les angles CDE , CDA en deux éga- 
iement par les droites Dm, Dn, et menant par les points m 


r 
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et n , où ces droites rencontrent CE , des parallèles à la base, 
elles détermineront les côtés supérieurs des quarrés. En sui- 
nt cette construction avec attention , on verra qu'elle retrace 
irconstances que le calcul nous a présentées plus haut, 
ilcul conduit encore à d'autres constructions élégantes; 
ferons qu'indiquer la marche et le résultat. Si l'on 
le l'équation de la droite qui passe par le point C et par 

J ' ex' ç 

ui dont les coordonnées sont o et , , on trouve que 

l’ordonnée à l’origine est rp c; d’où il suit qu’en portant sur 
l’axe des ordonnées, tant en dessus qu’en dessous, la base du 
triangle , on déterminera deux points tels que les droites qui 
les joindront au point C coupent la base AB aux points d et tf.' 
On trouve que la droite qui passe par le point D et par celui 
ex cy' 


dont les coordonnées sont 


■-/’ c± y 


a pour équation 


de sorte que l’ordonnée à 1 origine est ± c, et que pâftdnf, 
les droites menées du point D aux deux points que nous venons 
de déterminer, coupent le côté Ac aux points a et d . 

• * * 1 t 

a5. Nous avons annoncé (n° io) un genre de solutions in- 
dépendantes des équations des lignes ; nous en placerons ici 
deux du problème précédent qui sont puisées dans des prin- 
cipes différens de la Géométrie. • v 

1 °. Soit abcd ltnquarré cherché, c la base AB, » h U hau- 
teur CD\ les triangles CAB , Cab étant semblables, leurs hau- 
teurs sont entre elles comme leurs bases ; on a donc 

Ch: CD :ï «5 ; aè , 

ou 

h — z : h :: z : c, ; • 


hz = ch — cz , d’où z = 


ch _ 
c -f* A' 


«t partant , 
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ce qni ne donne, comme on voit , qu’une de« solutions; mais 
.«n supposant que le quarré soit et b' cet ; on trouvera de 
même 

Ot_ctU_ z — h z 

... . CD AB 1 

et partant, 

Z : 

♦ 


OU 

. i 

h 

’ c — h' 


a 0 . L'aire du triangle ABC est égale à la somme des aire* 
des triangles Cab , ad A , bcB , et à l’aire du quarré abcd ; or 


l'aire du triangle Cab 


_ ~ a ) 


; les triangles adA , bcB 


ont même hauteur ; ainsi la somme des aires est égale à la 
somme des bases c — z, multipliée par la moitié de la hauteur 
commune s; l’aire du quarré est z*; on a donc • " . 


ch 

a 


(A — z) z , (c — z) z 


■f-z*. 


ou, réduction faite, * ... 

(c + h) z = ch. 

L’aire du triangle ABC est égale à la somme des aires de» 
trois triangles a' et A, b'cB , Cet b' , moins l’aire du quarré 

et b' c et : or l'aire du triangle Ca'b' est les triangle* 

b'c'B , et et A ont même hauteur; ainsi la qflpime des aires e9t 
égale à la somme des bases Aet -f -Bc'-^R-f-z, ihultipliée 
par la hauteur commune z ; l’aire du quarré est z" ; on a donc 
l’équation 

ch (z — A) z (c -f z) z t 


qui devient 


(c— - h)z = ch. 


Ces deux procédés sont extrêmement simples ; mais il est clair 


« 
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que si l’on ne prévoit pas d’avance le nombre de solutions , on 
est exposé à n’en trouver qu’une seule j tandis que par la mé- 
thode du n° précédent, nous avons été nécessairement conduits 
par la nature même du calcul , à examiner dans quel sens 
devait être prise la différence des abscisses, et à la prendra 
avec le double signe. C’est un des plus grands avantages de 
cette méthode, lorsqu’elle est appliquée convenableqient , de 
donner toutes les solutions dont le problème est susceptible. 
Cet avantage se retrouve , il est vrai , quelquefois dans les 
autres, mais plus rarement. On verra aussi par la suite, que 
d'un autre côté , cette généralité moins grande dans les résul- 
tats., permet de les obtenir d’une manière plus simple. 

a6. Théorème I. Les perpendiculaires abaissées des som- 
mets d'un triangle sur les côtés opposés , se coupent en un 
même point. 

Soit le triangle ABC Çfig- 10) ; nommons toujours c v le côté 

AB , od , y' les coordonnées du point C j on aura , comme au 
n° précédent , * a 

/ ‘ C v y> ’ 

y ~ a? x ' y=i 

pour les équations des côtés AC , BC respectivement. 

La perpendiculaire menée du point A sur la droite BC , • 
aura pour équation (n° ao) 

* i- q -jo- v ..«* 


y-—~ 


3/ — 




TTX. 


f , 


La perpendiculaire menée du point B sur la droite AC , 
aura pour équation ' 4 . o'f ’-i ■■ 1 . 

a/ , î-t ur t. 

y=—y(*— 0 : 

Si l’on fait x = x / dans chacune de ces équations, on voit 
qu’elles s’accordent à donner ' " 

v— x'C*'—') 

y - 7 î /. 


Digitized by Google 


j oa APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

donc elles passent toutes deux par un même point o de la 

troisième perpendiculaire^. 

27. PROBLÈME. II. Étant donné un triangle ( fig . 11) , 
trouver un point O tel que ses distances 031 , ON , OP aux 
trois côtés , soient entre elles comme trois nombres donnés 
m, n, p. 

Sort le triangle ABC ; prenons les axes , les données , comme 
an n® précédent. Soit de plus O le point cherché , <t , fis es 
coordonnées. Les équations des côtés AC, BC étant respecti- 
vement 






on trouvera , k l’aide de la formule du n® a3 , lés longueurs 
des perpendiculaires OM, ON-, et si Ton fait attention que 
la position du point O étant inconnue , ces longueurs doivent 
être prises avec le double signe , on aura 

O i y = ± .^-V -, ; ‘ .1 

vw'+y'Y 

om=*F-Jz±4.±J3L, 

ytA—c+yy 

OP » 0i . : ‘ . 

f ,ii • J •* * 

et comme par hypothèse , on a 

ON n OTtr^m 
OP ~ p ’ 


d'ailleurs 


ttij . 


OP 

... \ 


n 

V 


eiiirb 1 . 

il' en résulte, en faisant passer le double signwrdun jaiem^re . 

à un autre , 

• /r • , o~. ipo - x : ' r : à 

fiJ — eÿ—fic + cÿ, _ ± Tn / -, .■ „ 

f\ X&yç±y?Q p 

équation* qui détermineront^* et fi. Mais elles peuvent se 
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simplifier beaucoup , en y faisant entrer les côtés du triangle.’ • 
Si l'on fait AC— b, BC=a, on a 

w* +/*) = * . ✓(*'— o*+y= ». 

et les équations précédentes deviennent, réduction Otite , 

(pxT dp bn) B = fr/<t , 

(px' — cpqzam) 8 = py <t — cpy'. 


Ces équations retranchées l’une de l’autre , donnent 

•* 

(± ûbl qbin -f- cp)fi — cpr/ , 


S 


8 - 


c pY 


et partant. 


±: am b n + cp* 
c(p'x + bn) 


±: am qr bn -f- cp ’ 

expressions qui" sont susceptibles dé quatre valeurs, à cause 
de l’indépendance des signes ; ainsi le problème proposé a 
quatre solutions. Nous n’insisterons pas davantage sur .ce coÿ 
général -, mais nous nous arrêterons sur un cas particulier qù* 
offre quelque intérêt , c’est celui où p = m = n , et l'on voit 
que le point cherché est alors le centre du cercle qui touche 
à-la-fois les trois droites qui forment le triangle. 

Les valeurs de * et $ deviennent 


0: 


«y 


rhaq: ô -h i 


cfo/rpi) 

’ dt a qp b + c 


Or cy' estde double de l’aire du triangle ABC, aire que nous 
représenterons par S /d’ailleurs l’équation 

[A — c y +/* = <£ 

devient 

+ - acjc , =a* j ou ù* 4* c* — ocr' ^Ya % , 


« 
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d'où l'on tire 


x =; 


b‘ + c*— a® 


JJC 


et 


_ i_ (c + by— + (erpft — a) . 

+ 4 “ Te m ’ 


ce* valeurs , substituées dans les expressions précédentes , 
donnent 




a5 


i ( C + H°) (c—b — a) 

rtarpi + c’ * dfc a 6 -f- c 


Si l'on sépare maintenant les quatre valeurs, en faisant pour 
abréger a + b -f- c = as , on trouvera pour £ 

5- 5 5_ 5 > 

s—b‘ s’ s— c* s— a* 

« * 
et pour les valeurs correspondantes de <*, 

— (s — c) , s—a, s — b, s. 

# 

Cela posé , si l’on cherche les équations des droites qui 
joignent l’origine aux quatre centres, elles se réduisent évi- 
demment à deux 

1 • 5 S 

y ~~ "(s — 6)(s— c) X ’ * y- "s(s-n) Xi 

*»“'*• , » 

donc i° /es centres des quatre cercles se trouvent placés dc::x 
à deux sur deux droites qui passent par l'origine. 
a*. Comme on a évidemment (Trig, o° ,5i) 


— 5 


S 


- ron (s — 6)(s — c) ’s(s — a) ’ * 

ces droites sont perpendiculaires entre elles. 

3®. On a (Trig. n° 44) 

. ^ (s— />) (s — — c) 5 

s (S — «) ; S (S — fl)' 
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donc l'une de ces droites coupe l’angle A en deux parties égaler, 
«. et [autre son supplément ; la première est AO’ O *; la seconde 
O AO". 

On peut conclure de là , ce que d'ailleurs on reconnaîtrait 
de la même manière, que les quatre centres se trouvent sur 
deux droites BO'0 , 0"B0 m (fig. 1 1 bis) , menées par l'angle II 
perpendiculairement entre elles , et dont l'une le couperait en 
deux parties égales. Donc ces quatre droites , par leurs in- 
tersections , détermineront les centres des cercles cherchés. 

Nous pourrions tirer de ce qui précède plusieurs consé- 
quences élégantes', mais nous ne nous étendrons pas plus loin, 
dans la crainte de trop nous éloigner de notre but principal. 

a8. Ce problème du n° précédent est susceptible d’une so- 
lution très-simple , en s’aidant des principes de la Géométrie , 
et en distinguant les différentes positions que peut avoir le 
point cherché. 

Soit d’abord le point O supposé dans l’intérieur du triangle; 

nommons a , b , c les côtés opposés aux angles A , B , C ; 
x, y, z les perpendiculaires OM , ON , OP abaissées sur 
côtés. Si l’on mène les droites AO , B O , CO , on partagera 
le triangle ABC, entrois triangles AO B , BOC , CO A , dont 
la somme doit être égale à l'aire du triapgle ABC. Or ces 

. . cz a by , 

aires sont respectivement — , — , — ; donc 
r * a a a 

ax -f- by -f- cz = aS : 

é a • « • . 

. n . m , 

mais on a y = - z . x = — z ; donc 
J p p 

. * ! - 

(am + bn+ cp)z = aSp, . yr * 

ou 

■■ a Sp ' 

am bn - f- cp' 

On connaîtra ainsi z- , y , x, et il est facile de voir qu’en éle- 
vant sur le côté AB une perpendiculaire égale a z , menant 


* 
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par l'extrémité de cette perpendiculaire une parallèle k AÉ, 
le point cherché dent se trouver sur cette parallèle : en opé- 
rant de la même manière sur le côté AC avec y , ou sur BC 
avec x , oit trouvera une seconde droite qui contiendra le 
point O ; ce point sera par conséquent à l’intersection. 

Supposons en second lieu que le point O soit hors du triangle, 
mais compris dans l'angle A. On a 

ABC = AOJ} + AOC — BOC\ 

d'où 

cz -f- by — ax = àS ; 

et achevant le calcul comme dans le cas précédent, 

a Sp 

cp -f- bn — am‘ 

•t ainsi de suite. > 

Le cas particulier où les trois perpendiculaires'doiVent être 
«gales , donne lieu'à une solution extrêmement simple ; car 
si M , IV, P sont les pieds des perpendiculaires, ou les 
points de contact du cercle , on a APxzAN, CN — CM, 
BM — BP. Ainsi, en désignant par * , fi , y les segmens qui 
comprennent les angles A , B , C respectivement, on a 

^ «-f/3 = c, fi + y=za, <t + y = b } 

d’où , 

3(c-f-£+>) = a + - ^ ~b* c = as i 

*+£ +> — * i 

et partant 

<t = j — a, fi — s — b , yèxs — c. 

Nous avons supposé ici le point dans l’intérieur du triangle ; 
on voit facilement comment on s'y prendrait dans une autre 
hypothèse. Il est évident au reste que la connaissance des points 
M, N, P suffit pour construire le problème, et déterminer le 
point O. 

Dne remajque que nous ferons en passant, c’est que tous IeS 
Segmens que donnent les quatre solutions se réduisent , quant 


!» 
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à la valeur , aux su i van s : 



09. Nous avons dit (n° 4 ) que î’on pouvait trouver l'équa- 
tion d’une ligne , quand on connaissait une propriété de cette 
ligne qui fût commune à chacun de ses points. Ainsi, en pre- 
nant une propriété de la ligne droite , nous reviendrons à soft 
équation. I! est évident que celle des droites coupées par dea 
parallèles y conduirait immédiatement , puisque c’èst l’inveil» 
de ce que nous avoos fait (n*' i 3 ). Mais sonveht la’ propriété* 
donnée n’indique pas ouvertement qu’elle appartient à la ligne 
droite, et ce n'èst que par l’écptàtion roérrté qti’on peut le re- 
connaître. Nous nous contenterons d'uta exemple' de ces sortes' 
de questions. 

Problème IïI. Quelle est la ligne dont chaque point esti 
déterminé par P intersection de deux droites menées de deux 
angles d'un triangle à des points semblablement placés sur les ■ 
côtés opposés. 

Soit le triangle ABC (fig. ta) j et comme dans les a°’ pré- 
cédées , 

les équations des côtés AC , BC. Soit M le point d'intersec- 
tion des droites Am , Bn , menées des angles A et B aux points 
m et n semblablement placés - sur les côtés respectivement op- . 
posés , c’est-à-dire , situés sur une même parallèle au côté AB. 

Nommons 0 l’ordonnée commune aux peints m et n, les abs- 
cisses seront respectivement 

. . «T-V—O & 

c + ~ T~- T ■■ 

Cela posé la droite Am qni passe par l’origine et par le i 

point m, aura pour équation 

y Tcy + j8(*'-c) x * 


\ 
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la droite Bn passant par le point B dont l’abscisse est c et 
l'ordounée zéro , et par le point n , son équation sera , calcul 
fait. 

Si l'on suppose que x et y soient les mêmes dans ces deux 
équations, elles détermineront les coordonnées du point d'in- 
tersection pour une valeur donnée de et si l'on élimine 0 
entre elles , l'équation finale exprimera la relation qui existe 
eptre les coordonnées du point d’intersection d’un quelconque 
de ces systèmes de droites : ce sera donc l'équation de la ligne 
cherchée ; on trouve qu'elle est 

■x'y — (x — c)/ =/r — OC — c) f, 

eu 

(ax' — cXy ==/(** — c) , 

, qui donne 

y- 

équation d’une droite qui passe par le point C dont les coor- 
données sont x'.y , et par le milieu D de AB. D’où résulte 
le théorème suivant : 

Si l’on mène de deux angles d'un triangle tant de droites 
qu'on voudra à des points semblablement placés sur les côtés 
opposés , les droites correspondantes se rencontreront en des 
points situés sur la droit» qui joint le troisième angle et le 
milieu du côté opposé. 

Et , comme cas particulier , celui-ci : 

Les trois droites qui joignent les angles d'un triangle et les 
milieux des côtés opposés, se coupent en un même point. 

u : ol. '• 
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De la construction des quantités algébriques. 

3o. Avant de terminer ce chapitre , nous nous arrêterons un 
moment sur la construction des expressions auxquelles la so- 
lution d’un problème conduit pour la valeur des inconnues. 
Cette opération devient inutile , si ^on suppose que toutes les 
lignes qui entrent dans le calcul- soient effectivement expri- 
mées en nombres , puisque l'on pourra, dans ce cas, exécuter 
arithmétiquement toutes les opérations indiquées , et trouver 
par conséquent la valeur des ligues inconnues également expri- 
mées en nombres. Mais quoiqu’il soit vrai que l’on ne puisse 
appliquer le calcul aux grandeurs géométriques , qu’en les 
remplaçant par leurs rapports à des grandeurs de même nature , 
il n’est pas nécessaire que cette comparaison ait ététiaite réel- 
lement avant de les soumettre aux calculs de l'Algèbre ; cette 
faculté résulte de la généralité même des opérations , et tout 
se réduit ensuite, pour construire les expressions algébriques 
auxquelles on est arrivé, à établir une figure, quelle qu’elle 
•oit d’ailleurs, dont une des lignes exprimée analytiquement, 
conduise à la valeur donnée par la solution du problème. 

Si l’on proposait, par exemple, de former un rectangle 
équivalent à un rectangle donné , en prenant pour base une 
ligne donnée ; on peut supposer la base et la hauteur du rec- 
tangle donné représentées par b , h , la base du rectangle 
qherché représentée par b' ; et nommant x la hauteur de ce 

dernier, on aura x — Or AB CD (fig. i3) étant le rectangle 

donné, AB 1 la base proposée, si l’on joint le point B' et le 
point D, et que par le point B , l’on mène BU parallèle à B'D, 
le point U, où cette parallèle rencontrera la direction de AD , 

bh 

sera déterminé de manière qu’on aura AU — y. Cette cons- 
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truction extrêmement simple appartient à la Géométrie élé- 
mentaire , et c’est , comme on le voit , celle d'une quatrième 
proportionnelle a trois lignes données. 

Les expressions peuvent être moins simples , et qü'il existe 
cependant de certaines opérations graphiques à l’aide desquelles 
on puisse établir une ligure dont une des lignes ait pour valeur 
l'expression même que le calcul a donnée pour l'inconnue. Tel 
est l’esprit des constructions géométriques j fl ne nous reste 
qu’à faire connaître les procédés généraux à suivre pour la 
construction des quantités élémentaires , nous réservant de 
revenir per la suite sur ce sujet d’une manière plus gé- 
nérale. 

Nous commencerons par faire remarquer que comme on 
ne peut soumettre au calcul que des rapports de lignes, les 
élémens nécessaires des opérations algébriques seront de la 

ferme ~ , J «t B étant effectivement des lignes dont ~ re- 

, présente le rapport. Mais si a et b sont respectivement les 
rapports de ces lignes à l’unité , c’est-à-dire , les nombres qui 

les représentent , on a au lien du rapport ~ , on peut 

introduire le rapport C’est même le seul moyen de réduire 

les opérations indiquées sur les rapports ^ , parce qu’on peut les 

effectuer, au moins algébriquement, sur tce nombres a, b, c, etc. 
Si, par exemple , A, B, A , & sont quatre lignes, on peut 

avoir le produit des deux rapports ÿ X jp et tant que l’ oa 

considère les lignes A , B , etc. comme notant pas exprimée* 
an nombres , il sera impossible de réduire une pareille exprès- 

» * * % ji. 

sion ; mais une fois que l’on aura remplacé les rapports , 

“ par leurs équivalens l’ expression ^ X Jr n’indiquant 

çjue des opérations à effectuer sur des nombres , pourra se mettre 


\-5S 
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Boni la forme yy. C’est, à proprement parler, ce passage 

qni constitue l’application de l'Algèbre à la Géométrie , et qui 
la distingue de la Géométrie des Anciens. 

Il suit de là qu'il n'entre dans le calcul que des expression* 

de la forme p, etc. Or si l’on imagine une équation algé- 
brique quelconque entre un nombre quelconguede quantités, qu’à 
la place de ces quantités on substitue les fractions - , y, etc, 

et que par la réduction des fractions au même dénominateur , 
on ramène cette équation à ne plus contenir de fractions, il 
est évident qu’elle sera homogène , c’est-à-djre , que tous ses 
fermes auront le même nombre de facteurs simples. Si donc 
cette équation est du premier degré à une seule inconnue , et 
mise sous la forme 

N 

Mx 4- N — o, d’où x — — jg , 

chacun des polynômes M et N sera homogène en particulier, 
et N aura à chacun de ses termes un facteur de plus que dans 
les termes de M-, ou , autrement, le degré de N sera plus 
élevé d’une unité que celui de M. 

Cette conclusion ne souffre aucune exception , et si dans 
une expression donnée ce» deux circonstances ne se trouvent 
pas réunies , c’eçt qu’une certaine ligne a été prise pour unité, 
et qu’alors l’un des nombres a, b , a', b', etc. est devenu = j. 
Or dans ce cas, on sait toujours quelle est la ligne que l’on 
a prise pour unité ; e,t comme par la nature des construc- 
tions géométriques , la considération de l’unité n’est d’aucune 
importance , puisqu’elle n'est qu’une ligne comme une autre , 
on peut imaginer que l’on change d’unité -, et représentant 
l’unité primitive par qne. certaine lettre , on introduira cette 
lettre dans les termes d’où elle a dù disparaître , de manière 
à rendre M et /V homogènes , et N d’un degré plus élevé d’une 
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unité que M. Si, par exemple , on avait l'expression 

a 3 — ft*-f-c 

3C — — | # 

a -f- c 

on devrait en conclure qu'une certaine ligne a été prise pour 

unité ; et ai ou la représente par u , on aura 
* • 

c? — -f- eu* 

X = ; ; 

au -+■ eu 3 

* ’ t 

Si l’équation est du second degré et ramenée a la forme 
M x* -f- Nx + P = o , 

N aura un facteur , et P deux facteurs de plue que M\ et si 
on la ramène à la forme 

x* + px + q= o, 

p sera une ligne , ou plutôt représentera une ligne, et q le 
produit de deux lignes, c'est-à-dire une aire, et ainsi de 
suite. 

Nous supposerons que les expressions à construire aient été 
préparées , s’il est nécessaire , d’après ce qui vient d’être dit, 
et nous commencerons par les fonctions rationnelles. Les plus 
simples d’entre elles sont les monomes , et il est toujours facile 
de les construire à l’aide d’autant de quatrièmes proportion- 
nelles qu'il y a de facteurs au dénominateur. Soit en effet 
N 

x —lÿjt N et JM étant deux monomes , et N ayant un fac- 
teur de plus que M ; soient n , n' deux facteurs de N , et 
m ' un facteur de M , de manière qu'on ait N — nn'IV , 

M — m'M'. Il en résultera x = . —j;, et IV, M' sont du 

même degré. Or on peut, par la Géométrie, trouver une ligne 

7171* 

p = — r , c’est-à-dire une quatrième proportionnelle km , n 

t 
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.. N' 

et n'; on aura ainsi x = p.- Si n" , m " sont encore des 

facteurs de A r ', m? respectivement, ensorte qu'on ait.... 

T\ ' = «"A" , M — m’Al " , il en résultera x = . -g-, ou 

- . np , , A” . . , . . 

en taisant = p , x = p . et ainsi de suite, jusqu à ce 

qu’on ait épuisé tous les facteurs. 

Si le numérateur et le dénominateur sont polynômes , soient 
A , B , C, etc. les dilférens termes du numérateur P, Q , R, etc. 
ceux du dénominateur; soit encore a un facteur de A, et p 
un facteur de P , ensorte qu’on ait A = a A’ , P = pP' ; on 
supposera 


B " b A', C = cA’ , etc. Q =t <fP ’ , R rP 1 , etc. , 


b, c, etc. q, r, etc. qui sont inconnues, se détermineront 
par ces suppositions mêmes , et l’on aura 


b 


B C OR 

A r ‘ C ~~ A' ‘ etC ’ ? — p 7 ’ r ~ F‘ 


expressions qui se construisent par ce qui vient d’être dit. Cela 
fait, la valeur de x devient 

(a+é + c-f. etc.) 

** Q> + <7 + r + etci) 

qui se construit aussi par les mêmes principes. 

Il est aisé de conclure de là que si chaque terme du déno- 
minateur est du degré n, qu’il y ait p termes au nmjaérateur, 
q au dénominateur, le nombre total des quatrièmes propor- 
tionnelles qu’il faut construire , est en général 

”P + (» — >) 07— >)• 

Mais il y a des cas où une simple décomposition suffit pour 
ramener 1 expression à une forme directement constructible. 
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Soient , par exemple, les deux quantités 

o’ — b* a 3 -f-a'b — ab 1 — b 3 

c ’ A* -f- aéc -f- c* — ®* ’ 

elles peuvent se mettre respectivement sous la forme 

(a + b) (a — b ) (a+by (a — b) 

c ‘ (é + c + a) (6 -f- c — a)‘ 

Pour construire la seconde expression , il aurait fallu 7 (*) 
quatrièmes proportionnelles, et la décomposition n’en exige 
que deux. 

Nous avons supposé dans tout ce qui précède que l’expres- 
sion à construire était celle d'une ligne : si elle appartenait à 
une aire , comme l’aire s’exprime par le produit des deux 
dimensions , le degré du numérateur serait do deux unîtes 
plus élevé que celui du dénominateur. Dans ce cas, après avoir 
préparé l'expression comme dans le cas précédent , et l’avoir 
ramenée à la forme monome , on détacherait un facteur du 

numérateur, de manière à avoir, par exemple, x = a 

— est une ligne que l’on peut représenter par b , de sorte qu’on 

aurait enfin x = ab , valeur qui se construit en formant un rec- 
tangle dont la base soit a et la hauteur b. 

On voit facilement ce qu’il faudrait faire pour le cas où 
l’expression appartiendrait à un volume. 

Quant aux expressions irrationnelles , nous ne nous occupe- 
rons ici que de celles du second degré. Or ces expressions ne 
peuvent être que de la forme ar = A ±: \/B, A étant du pre- 
mier degré ou réductible au premier degré , et B du second 
ou réductible du second ; d’ailleurs A et B peuvent toujours, 
par ce qui précède, être ramenés à des monomes ; ainsi l’ex- 


) La formule precedente donne a . \ * 4 - 3 . 1 = 11 quatrièmes proportion* 
nelles, uuu ce nombre se réduit à 7, à cause des facteurs commun». 
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pression de x pourra l'être à la forme 

, x = a±ÿ bc, 

où a, b, c représentent des lignes connues. Or \/bc e st (Géom.) 
une moyenne proportionnelle entre b et c ; nommons m cette 
moyenne proportionnelle , on aura enfin 

x — a ±. m , 

c’est-à-dire, la somme ou la différence de deux lignes. 

La propriété du triangle rectangle peut servir à la cons- 
truction des radicaux du second degré , puisque 

V/(a a 4 -b' Â ) > V (a 1 — £’) 

«ont respectivement l’hypoténuse ou un côté d’un triangle rec» 
tangle. Il existe aussi , pour de certains cas , des artifices par- 
ticuliers qui ne peuvent trouver place ici , mais dont nous fe- 
rons connaître quelques-uns dans le cours de cet ouvrage, à 
mesure que l'occasion s’en présentera. 

Ces principes une fois posés , il ne reste plus qu’à choisir 
les lignés qui doivent servir à exécuter la construction , de 
manière à rendre le» opérations plus simples et moins multi- 
tipliées , en employant , autant qu’il est possible , les lignes 
mêmes de la figure , et à marquer , si l’on peut , les points 
cherchés par la construction elle-même. C’est en cela que 
consiste l’élégance des constructions , et l’habitude seule peut 
y conduire. 
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CHAPITRE II. 


Des Lignes du second ordre en général. 


PARAGRAPHE PREMIER. 


Discussion de l'équation générale ; division des lignes du 
second ordre en genres. 

5t. L’ÉQUATION générale du second degré à deux inconnues 
est 

Ay* + Bxy -J- Cy‘ + Py + Ex + F=o (A) 

Mais comme on sait qu’une équation à deux inconnues, lors- 
qu’elle passe le premier degré , peut Être impossible , ou 
telle qu’elle détermine les deux inconnues, ou enfin quelle 
soit décotuposable en facteurs du premier degré , les coefli- 
ciens de l’équation (y/) peuvent être déterminés de manière 
que cette équation n’appartienne à aucune ligne, et même ne 
représente rien , ou qu’elle ne donne qu’un point , ou quelle 
appartienne au système de deux lignes droites. Nous nous 
proposons ici de déterminer à quels caractères on peut recon- 
naître ces trois cas, et ce que représente l'équation dans les 
autres. 

32. En multipliant l’équation {A) par i,A , et rassemblant 
les termes affectés do la première puissance de y , on verra 
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facilement qu'elle peut se mettre sous la forme 

(aAy -f- Bx + D)* — (B* — 4AC)j* 

— a(ÆD — a AE)x — (D* — 4 AF) = o , 

eu , si l'on fait pour abréger . 

fi'—4AC=G, BD — uAE = B, D' — J^AF—K, 

sous la forme 

? (a Ay+Bx + D)* — (Go? -+• üHx+‘K) = o. . . . .(5). 
Or Gx* a//x -f- X peut lui-même se transformer en 

1 {(Gx-f-/7)*-(//*_GA)}, 

c'est-à-dire, l’équation (B) multipliée par G , en 
G (a^y + Æx -f- DY — (Gx + H )* +iï* — GK = o. 

En développant, on trouve 

U* — GK~j(A (AE* + CD* -f F B* — iACF— B DE ) , 
et partant, si l’on pose 

AE* + CD* -|- F B* — 4ACF— BDE — A , (*) 

on aura U* — GA = 4^ A » et 

G(*Ay + Bx + D)* — (Gx + ff)‘ + 4A A =o. . . .(G). 

Cela posé , on peut toujours regarder A comme positif, puis- 
que s’il était négatif, on serait maître de changer tous les signes 
de l’équation : ainsi la possibilité ou l'impossibilité de cette 
équation ne dépend que des quantités G et A. 


(*) Il peut Sire mile de remarquer que la valeur de A te tire facile mena, 
et d'une manière immédiate , de l'équation (A) cllc-mémc ; car en faisant dans 
cette équation jrs= E et rx — /), et y remplaçant .G par FG , elle donna 
AE' — BDE + CD' + F{B‘ — 4 AC) , qui e»l ciacteuwnt A . 

8 * 
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Supposons i° G<o. Kr 

Si l’on a A<o, tons les termes de l’équation (G) sont 
essentiellement négatif, quelque hypothèse que l’on fasse sur 
x et_y; ainsi elle est ab-urde , et ne représente rien. 

Si l’on a A =o, l’équation XO devient la somme de deux 
quantités négatives; somme qui ne peut être nulle, à moins 
que chacune de ces quantités ne s'anéantisse séparément. On a 
donc 

aAy -f- Bx *f D = o , Gx+H = o, 

et ces relations déterminant x et y, il n’en résulte qu’un point. 

Si l’on a A>o, l’équation (C) devient, en faisant Gc= — G ’ , 
et changeant les signes , 

G' (a Ay -f Bx + £>)* -f (G'.r — Hy—^A A = o. 

Pour qu’elle puisse avoir lieu , il faut donner à x des valeurs 
telles que (fi'x— Hy soit — /[A A , ou Or si l’équa- 

tion (G' as — Hy — 4A A = o donne pour x deux valeurs que 
nous désignerons par jcy x", on aura 

(i Q'x—Hy — 4^A == (x—A) (x — x") ; 


donc les valeurs assignables à x doivent être telles qu’elles 
rendent négatif le produit (.r — x') (x — x"). Cela posé, si 
a/ et x" sont de même signe, x devra être de même signe 
que chacune d’elles , plus grande que la plus petite , et plus 
petite que la plus grande; mais toute valeur intermédiaire sera 
convenable. Si x' et x” sont de signe contraire , on ne peut 
rendre ce produit négatif qu’en prenant x positive plus petite 
que la racine positive , et négative plus petite que la racine 
négative ; mais toute valeur intermédiaire sera aussi convenable- 
Ainsi l’équation appartient, dans ce cas , à une ligne courbe 
continue , mais limitée, dans le sens des abscisses, par les or- 
données correspondantes aux valeurs x', et x*. D’ailleurs la 
valeur de y que donne cette équation , est 


v =■ 


Bx+D 
a A 


a A y G‘ 


? l/{4^A-(G'x-i7)’}; 
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ci l'on se borne à la partie rationnelle , on a évidemment 
l'équation d’une droite qui fait avec l’axe des x un angle dont 

la tangente est — , et qui rencontre l’axe des ordonnées 

A une distance de l’origine. Ainsi, pour compléter l’or- 

donnée de la ligne à laquelle appartient l’équation , il faut 
ajouter ou rétrancher à l’ordonnée de la droite la partie irra- 
tionnelle. A une même abscisse , il correspond donc deux point» 
de la courbe -, la distance entre ces deux points est évidemment 
double de la partie irrationnelle, et le milieu de chacune de 
ces distances ou cordes se trouve sur la droite dont l’équation est 

t 

flx •+■ D 

7 = 

qui jouit par conséquent de la propriété de couper en deux 
parties égales toutes les droites menées parallèlement à l’axe 
des ordonnées , et terminées de part et d’autre à la courbe. On 
l’appelle par cette raison diamètre. 

Lorsque le radical est nul , la courbe rencontre le diamètre ; 
ainsi x', x " sont les abscisses de ces points. D’un antre côté, 
la plus grande valeur de ce radical a lieu lorsque G'x — ll—'o, 
JB 

ou lorsque x — —7; donc la courbe est limitée dans le sens 

Lr 

des ordonnées , et même rentrante et fermée. Elle se nomme 
ELLIPSE. 

/ 

Soit a° G— o. 

L’équation (C) se réduit à 

— Tl' + ^Ab = 0 , 

et s’anéantit d’elle-mème , puisque — — GK , 
ce qui devait nécessairement arriver, puisque pour passer de 
l’équation (fl) à l’équation (G) , on a multiplié la première 
par G. Il faut donc recourir à l’équation (fl) que l’hypo- 
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thèse G — o réduit à 

( ’yAy -f- Bx -f- Dy — zHx — K = o. 

Si o , K peut être <" o,=oou>o. Dans le pre- 
mier cas, on ne peut attribuer à a: de valeurs positives; et même 
en admettant les valeurs négatives, il faut que xsoit, abstrac- 

tion faite du signe , plus grande que ; mais aussi ce point 

une fois passé , rien ne limite plus la valeur de l'abscisse. Dans 
le second cas, on peut admettre la valeur x=o, et toutes 
les valeurs négatives ; dans le troisième on peut faire x posi- 

tive , pourvu qu’elle soit <[ -^g. Ainsi , dans les trois cas , 

l’équation appartient à une ligne courbe continue limitée dans 
le sens des abscisses positives , et infinie dans le sens des abs- 
cisses négatives. D’ailleurs la valeur 

Bx -h D , t ,, , ... 

y^--— i -±— V < i znx + K) 


prouve , connue ci-dessus , que la droite dont l’équation est 

v = — — ^ est un diamètre : et comme rien ne limite la 

J a A 

grandeur- du radical , on voit que la courbe , après avoir ren- 
contré ce diamètre, se prolonge indéfinirnent, en s’en écar- 
tant de plus en plus, tant en dessus qu’en dessous. 

Si H — o , on peut de même avoir K <[ o , = o, ou > q. 
Dans le premier cas, l’équation est absurde, et ne représente 
rien ; dans le second , elle appartient à ime seule ligne droite, 
car elle devient 

zAy + Bx -j- D = q ; 
dans le troisième, elle donne 

zAy -f- Bx -f- D = ± \/K , 

équation qui appartient au système de deux droites parallèles , 
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car elles font toutes deux arec l’axe des x, un angle dont 

. u 
la tangente est — 

Si //> o, tout se passe comme dans l’hypothèse où H<^o, 
en changeant les abscisses positives en négatives , et récipro- 
quement , et la courbe est seulement tournée d’un coté op- 
posé. 

Donc enfin la condition G — o donne un genre de courbes 
composées de deux branches infinies dans le même sens , et qui 
se réunissent en un même point. Elles se nomment PARABOLES. 
Soit 3° G > o. 

Si A<o, il est évident que l’on peut attribuer à x une 
valeur quelconque positive ou négative ; ainsi la ligne à la- 
quelle appartient l’équation , s’étend à l’infini dans le sens de 
l'axe des abscisses. D'ailleurs, en faisant A = — a', on a 

v{(c*+nr+usy. 

d’où l’on conclura encore que la droite dont l’équation est 

Bx + D 

est un diamètre. Mais comme la quantité sous le radical est 
essentiellement positive , aucune hypothèse ne peut l’anéantir; 
ainsi la courbe est composée de deux parties séparées , puis- 
qu'elle existe au-dessus et au-dessous du diamètre , sans le 
rencontrer. Rien ne limitant d’ailleurs la valeur du radical , 
la courbe s’étend indéfiniment dans le sens de l’axe des or- 
données. 

Si A = o , l'équation donne 

2Ay + Ox + D = ±~( Gx + II) 

qui appartient au système de deux droites concourantes. 

Si i>o, r as pourra plus être prise tout-à- fait arbi- 
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traire ment , il faudra qu'elle satisfasse à la condition 

(Gx — //)* — 4./M > o, ou = o. Or on reconnaîtra facile- 
ment , comme pour le cas de G < o , que l'inverse a lieu ici , 

et que si x', x* sont les valeurs de x qui donnent 

(Gx -f* A — o i aucun point ne répondra à l'in- 

tervalle déterminé par ces deux abscisses , mais on pourra ad- 
mettre toute autre valeur de x positive ou négative , quelque 
grande qu’elle soit. La valeur de y déterminera un diamètre 
comme dans les cas précédées , et la courbe le rencontrera 
aux points qui correspondent aux abscisses x' , x’. 

Donc l'équation appartient encore à une courbe continue . 
qui s’étend indéfiniment dans le sens des abscisses positives et 
dans le sens des abscisses négatives , et qui est composée de 
deux parties séparées. Elle se nomme hyperbole. 

33. Pour compléter l’analyse précédente , il ne nous reste 
qu’à examiner si l'équation (A) n'appartient effectivement à 
la ligne droite que dans les cas que nous avons remarqués. 

Or pour que la ligne représentée par l’équation (A) soit droite, 
il faut que cette équation coïncide avec celle de la ligne 
droite , et que par conséquent l’équation résultante de l’éli- 
mination s’anéantisse d’elle-même. Prenons donc l'équation 
générale de la ligne droite. 

y = ax + b, 

où a et b sont indéterminés ; substituons cette valeur de y 
dans l’équation ( A ) , il en résulte : 

Aa‘ x‘ -J- a Aab x -f- AB' 

~h Ba -f- Bb -f- Db 

-h C + Da + F 

+ E 

On doit avoir à-la-fois les trois équations de condition 

Aa ' -f - Ba-\- C— o , 
stAab -J- Bb -f- Da -f- È = o, 

Ab 3 -f Db -|— F — o , 
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ia3 

qui peuvent facilement se mettre sous la forme 

(a Aa+B)h=G, (zAa+B) (s.Ab+D)=B, {p.Ab+Dy=Jt-, 

la première pronve que G doit être positif ou zéro', la troi- 
sième preuve la même chose pour K. D’ailleurs on tire sur- 
le-champ de ces trois équations 

IP — GK , ou 4A A — o. 

Ainsi, comme nous ne supposons pas ici que A puisse être 
zéro, on aura A = o. 

Donc , quand G < o , l’équation ne peut jamais appartenir 
à la ligne droite. 

Quand C=o, on doit avoir H~o , et K — o ou K^>o. 

Quand G> o, on doit avoir A = o, condition dans la- 
quelle la oondition K >• o. est comprise. 

Or ces conditions étant précisément les mêmes que celles du 
n° précédent , on doit en conclure que , dans tout autre cas , 
l’équation ( A ) appartient à une ligne courbe. 

54- Remarquons en passant que si nous n’eussions anéanti 
que le coefficient du premier terme de l’équation (a) , nous 
aurions exprimé que la droite dont l’équation est 

y = ax+b, 

ne rencontre la ligne du second ordre qu’en un point , ou , si 
l’on veut, en un point situé à une distance finie, et en un 
autre situé à une distance infinie -, car l'évanouissement du coeffi- 
cient de x * ne réduit l’équation (a) au premier degré que dans 
l’hypothèse ou .r n’est pas infinie : ce qui ne donne au reste dans 
tous les cas qu’une intersection effective. Comme l’équation 
{2 A a -f- /?)“ — G = o qui résulte de cette supposition , exige 
que G ne soit pas négatif, et qu’elle suffit d’ailleurs pour dé* 
terminer a , il s’ensuit que dans les deux cas de G r= o et 
G^> o , c’est-à-dire pour la parabole et Vhyperbole , il existe 
une infinité de droites qui ne rencontrent la courbe qu’en un 
point , et que ces droites sont parallèles entre elles. En outre , 
la valeur de o est double quand G > o , et elle cesse de l’être 
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quand G — o; ainsi, pour l’hyperbole, les droites dont il est 
question se distribuent en deux systèmes tels que toutes celles 
de l’un des systèmes sont parallèles entre elles , et concourantes 
avec celles de l'autre système, pour la parabole, ces droites 
ne forment plus qu'un seul et même système. La tangente de 
l'angle qu'elles font avec l’axe des abscisses , est 

— n±.\/G 

a A ’ 


Si l’on anéantit encore le coefficient de x , b se trouve dé- 
terminé, et la droite ne rencontre la courbe qu’à l'infini. 
L’équation 

(%Aa + B) (zAb + D) — H = o 


qui résulte de çette supposition , devient , à cause de . 

a Aa -f- B — ±. {/G, 

a Ab + D — ±. ~ \ 

VG 


elle exige que G soit ]> o , car s’il était = o , la valeur de b 
deviendrait infinie , à moins qu'on n’eïit en même temps U = o , 
cas auquel l’équation générale appartient à la ligne droite. 
Cette circonstance ne peut donc avoir lien que pour Yhyper- 
bole ; il y a deux droites qui jouissent de cette propriété , 
et elles font évidemment partie des deux systèmes dont nous 
venons de reconnaître l’existence : on les nomme asymptotes. 

Si l’on divise l’équation (C) par (Gx -f- II y , elle peut se 
mettre sous la forme 


G ç*+*gny_ l + 


4AA 


(Gx -j- Hy 


= 0 


or plus la valeur de x sera grande , plus la fraction 


4 A A 

(Gx + Hy 


diminuera; ainsi, en prenant x plus grande qu'aucune quan- 
tité donnée , l'équation se réduit à 
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ou à 

2 Ay + Bx +Z? = =p (Gx + //) -ç~ , 
qui donne 

_ — Bû -V'G _ Dy'G^ll 
y ~~ a A X zJy/G * 

équation du système de deux droites qui sont évidemment le* 
mêmes que les asymptotes. Ainsi les asymptotes approchent 
d'autant plus de se confondre avec la courbe , que l’abscisse 
est plus grande. Il résulte aussi de là , comme on voit , un 
moyen très-simple de déduire directement l’équation des asymp- 
totes de l’équation de la courbe. 

35. Nous avons découvert que dans chacun des trois genres 
de courbes, il existait une droite qui coupe en deux parties 
égales toutes les cordes menées parallèlement à l’axe des ordon- 
nées , et que nous avons nommée diamètre : il est facile de se 
convaincre qu’il existe une infinité de diamètres différens. Car 
•i l’on imagine qu’à l’aide de la transformation des axes, on 
change la direction de l’axe des ordonnées , sans changer celle 
de l'axe des abscisses , on aura une nouvelle équation de la 
forme 

A'u* -f B'ut -f C't'+D'u + El -J- F'= o , 
qui conduira à un diamètre dont l’équation serait 

B't + zr 

u = -, — : 

a A 

ce diamètre coupant en deux parties égalps toutes les cordes 
parallèles au nouvel axe des ordonnées , une considération géo- 
métrique fort simple prouve qu’il ne peut se confondre avec 
le premier diamètre , à moins que. l’équation n'appartienne 
au système de deux droites parallèles. Ainsi , comme l’incli- 
naison de l’axe des u est arbitraire , on peut donc concevoir 
une infinité de diamètres. Au reste, le calcul conduit de lui- 
même à ce résultat ; car • d’on rapporte le nouveau diamètre 
aux axes primitifs , on voit , py la comparaison des deux équa- 
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tions , qu’elles ne peuvent être identiques, sans qu’on ait Gt= « 
et // = o. On trouve en même temps que ces diamètres se 
coupent tous en un même point , excepté dans la parabole où 
ils sont parallèles entre eux, et coïncident avec le système 
de droites qui (n D précéd.) ne rencontrent la courbe qu’en 
un point. Nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet que 
nous traiterons avec détail dans le Ç suivant. 

36. Il est évident que nous aurions pu préparer l'équation 
( A ) par rapport à x comme nous l'avons préparée par rap- 
port à y. D’ailleurs l’inspection des valeurs de G et de 
A fait voir qu’elles ne changent point , quand on y sub- 
stitue C , A , E , D au lieu de A, C , D, E respectivement; 
ainsi , tout ce qui a été dit (n* 3i) s’appliquera exactement de 
la même manière , ce qui prévient l’objection que pourrait faire 
naître l'hypothèse A — o , car tôut se comportera comme si 
dans l’analyse du n® 3i , on avait supposé C = o, pourvu que 
l’on dise , par rapport à l’axe des ordonnées , ce que l’on au- 
rait dit par rapport à l'axe des abscisses. Or l’hypothèse C=o 
n’introduit aucun changement dans tout ce qui a été dit; on 
voit seulement qu’alors G est nécessairement positif, si B n’est 
pas égal à zéro ; donc la courbe est une parabole ou une hy- 
perbole , suivant que B est ou n’est pas = o. Quant aux sys- 
tèmes de droites parallèles qui ne rencontrent la courbe qu’cn 
un point (n° 34) , comme on a \/G=zB, la valeur de a de- 

— B ±B ,, j , B 

vient a — — qui donne o pour 1 une des valeurs et — 

pour l’autre : donc les droites de l’un de ces systèmes , et par- 
tant l’une des asymptotes , sont parallèles à l’axe des abscisses ; 
au reste l’équation ( A ) le fait voir par elle-même, puisque 
le terme x* manquant, quelle que soit la valeur que l’on attribua 
à y , il n’ea résulte qu’une seule valeur pour x. 

Ainsi , dans le cas où A = o , la courbe est de même du 
second ou du troisième genre , les droites parallèles à l’axe 
des ordonnées ne la rencontrent qu’en un point , et l'une 
des asymptotes est parallèle à l’axe des ordonnées. 
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Mais si l’on a en même tems A=o et C=ola préparation 
du n° 3i ne peut plus avoir lieu, et l'équation devient 


Bxy + Dy -f- Ex -f- F = o : 

or par ce qui précède (n° 34) on sait que dan» l'hyperbole, il 
existe deux systèmes de droites parallèles qui ne rencontrent la 
courbe qu’en un point. Donc , si l’on prenait pour axes une 
droite de chaque système, l'équation de la courbe rapportée à 
ces a^es serait nécessairement de la forme précédente , puis- 
qu’elle ne peut renfermer les quarrés des coordonnées ; d’où l’on 
peut conclure que dans le cas où A-xxC—o, l’équation appar- 
tient encore à une hyperbole : on pourrait même , en prenant 
pour axes les deux droitesqui ne rencontrent la courbe qu'à 
l'inlini , ramener l'équation à la forme 
, Mut = N. 

Au reste, la discussion de l’équation 


Bxy -f- Dy -f- Ex -j- F = o , 

prouve évidemment qu'elle appartient à l’hyperbole. On en 
tire en effet 

Ex+F E BF—ED 
y ~ Bx + D~ B B(Bx + D)’ 


Ainsi , la valeur de y est composée de deux parties dont l’une 
est constante et l'autre fonction d« x. En s’arrêtant à la pre- 

miere partie , on aurait y = — — équation d une droite pa- 
rallèle à l’axe des abscisses ; et pour achever ensuite de cons- 
truire la valeur dey» , il faut augmenter l’ordonnée de la droite 
de la partie fractionnaire variable , ou la diminuer , suivant 
que cette fraction sera de même signe que l’autre , ou de 
signe différent. Nous ne nous arrêterons qu'au premier cas , 
et nous supposerons même que B et D soient de même signe. 
41 serait également facile d'appliquer à toute autre hypothèse 
les raisonnemens que nous allons faire. 

Si l'on prend une valeur positive pour x, à mesure que 
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cette valeur augmente , la fraction ^ ^ ^ diminue j 

la courbe approche continuellement de la droite dont l’équa- 
tion est y — — — , sans cependant pouvoir jamais l’atteindre , 

puisqu’il faudrait que x fut infini. Si l’on prend pour x une 
valeur négative , tant que Bx est < D , la fraction con- 
serve le même signe que pour les abscisses positives, et va 
continuellement en augmentant , puisque le dénominateur di- 


minue. Quand on a Bx-f~ D=o, 


— Ç.la frac- 


tion devient infinie ; donc la droite parallèle à l’axe des or- 
données , et dont l’équation |est Bx -f- D = o , ne rencontre la 
courbe qu’à l’infini. Ainsi, il y a une partie de la courbe ren- 
fermée dans l’un des angles que forment ces deux droites paral- 
lèles l’une à l’axe des abscisses , l’autre à l’axe des ordonnées. 
Si l’on continue d’augmenter la valeur de x négativement, la 
fraction changera de signe , et diminuera d’autant plus que la 
valeur de x deviendra plus grande ; ainsi la courbe se rapproche 
encore continuellement de l’axe des abscisses, sans pouvoir ja- 
mais la rencontrer , puisqu’il faudrait attribuer à x une valeur 
infinie. Donc il y a une seconde partie de la courbe comprise 
dans l’angle opposé au premier. Donc enfin la courbe à laquelle 
appartient l'équation , dans le cas où A~C=. o, s'étend in- 
définiment dans tous les sens , et est composée de deux parties 
séparées •. ainsi elle se rapporte au troisième genre. D’ailleurs 
comme G se réduit alors à B' 1 , on voit que ce cas particulier 
est compris dans le caractère G }> o. 

v 37 . Avant de quitter ce sujet , nous ferons remarquerqeu tout 
ce qui précède peut être regardé comme indépendant de l’incli- 
naison des axes, pourvu que l’on fasse dans ce § les changemens 
relatifs à la ligne droite rapportée à des axes obliques, ce 
qui se réduit à ne pas regarder le coefficient a de l’équation 
y = ax -f- b comme une tangente , et n’influe en rien sur le 
fond de la théorie. 
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Réduction de F équation générale des courbes-du second ordre 
aux formes les plus simples par la transformation des axes. 

38. Reprenons l'équation 

Ay a -f- Dxy -f- Cjl f -f- Dy -f- Ex -f- Ë ■=. o, . , . (A) 

où les axes sont supposés rectangulaires entre eux , et fappor>- 
tons la courbe à laquelle elle appartient à des axes dont l'ori. 
gine et 1 inclinaison soient indéterminées. ais comme il est 
indifférent d’opérer en même temps les deux changemens , ou 
de les faire successivement , transportons d’abord l’origine , 
et ensuite nous changerons la direction des axes. 

Nous ferons donc dans l’équation ( A ) 

x = 3? +p, y ~y' -j-ç i 

«lie deviendra 


Af» -f- Bx'y' + Cxf % + a Aq 

y + aCp 

xf + Aq* 

+ Bp 

+ Bq 

+ Bpq 

-f- D 

+ E 

+ Cp‘ 



+ Dq 



+ Ep 

qui, en posant 


+ F 

\ 


aAq + Bp + D=zo... ( 1 ), aCp + Bq + E=xo... (a), 

se réduit à 

^/*+ Bx'y'+ Cx'*+ Aq » + Bpq + Cp*+ Dq + Ep + F- o. 

Les équations (i) et (a) donnent par l’élimination 

BD — a AE H 
P ~ B' — ^ A C ~ G* 

BË — aCD BE — a CD 

q ~ B‘—4AC~ G ; 
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donc si G —o , ces valeurs deviennent infinies , et alors 
il est impossible de faire disparaître les termes affectés de la 
première puissance des coordonnées. 

p et q étant déterminés , on pourrait substituer leurs valeur» 
dans le dernier terme de l’équation, pour l’obtenir exprimé en 
fonction des coefiïciens de l'équation (A) ; mais on peut y 
parvenirplussimplement.il est évident que ce dernier terme , 
n'étant autre chose que l’équation {A} , dans laquelle on a 
remplacé x et y par p et q , pourra être mis , p alpine trans- 
formation analogue à celle du n° 3i , tous la forma 

~ {G{*Aq + Bp + D)'-(Gp + n)' + 4A\): 

Or on a p = — — , eu Gp H=o t et en vertu de l'équa- 
tion ( 1 ) , cette expression se réduit sur-le-champ à Ainsi 
l'équation en x', y devient 

= (zo 

3g. Changeons maintenant la direction des axes ; en faisant 
dans l'équation ( B ') 

x! = t cos et -j- u cos 0 , 
y = t sin « + it sin 0 , 

elle devient 

« 

As in'0 u'-f-a^sinctsin/J tu Asm ' a 

-f-Z?sin/3cos/3 -f- B sinacos/J -f-Æsinacosa 

-f- C cos'0 -f- B sinjS cos « -f- Ccos“<t 

-j- 2 Ccosa.cos 0 

et si l'on pose l’équation de condition 
2^sin*àn£+ZÎ(sia«co$Æ+6iBj3cos*)-HCcos#co3iî:=9. . . (3), 
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*t que l’on fasse pour abréger 

A sin 5 £ B sin Æ cos Æ -f - C cos 5 Æ — P , 

A sin s « -j- B sin a cos œ -f- O cosV = Q , 

on réduit l’équation {B') â la forme très-simple 

Pu*+Çt* + £ = o (C') 

L’équation (3) ne détermine pas les angles a et j3 , et l’un 
d'eux reste absolument arbitraire , car il est possible de la 
mettre sous la forme 

a A tang * tang £ -f -JB (tang <t -|- tang jS) -f- aC = o , 

en divisant cosacosÆ; et cette équation donne toujours une 
■valeur réelle pour tang /S, quelle que soit celle que l’ou at- 
tribue à a. 

4o. Soit que l’on résolve l’équation (C) par rapport à u, 
soit qu’on la résolve par rapport à t , elle donne des valeurs 
égales et de signes contraires ; ainsi chaque axe est un diamètre 
(n° 3i) , et coupe en deux parties égales les cordes menées 
parallèlement à l’autre. Lorsque deux diamètres sont tels que 
les cordes coupées en deux parties égales par l’un d’eux sont 
parallèles à l’autre , on les nomme diamètre* conjugués. Ainsi, 
puisqu’il y a une infinité de systèmes d'axes qui peuvent con- 
duire à une équation de la forme (C) , il y a donc une infinité 
de systèmes de diamètres conjugués. Tous ces systèmes ont 
même origine , puisque ( n° 38 ) les coordonnées y et q sont 
entièrement déterminées ; cette origine pommune s'appelle 
centre. D’ailleurs l’angle a. étant arbitraire , il est clair que 
si l'on donne une droite quelconque qui passe par le centre, 
en faisant avec l’axe des A un angle a, on pourra toujours, 
au moyen de l'équation (3) , en déterminer uneautre qui fasse 
un angle £ , et qui passe par le meme point; ces deux droites 
formeront un système d'axes qui conduirait à l’équation (C'), 


/ 
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et partant chacune d’elle est diamètre , et diamètre cor.jugwé 
de l’autre ; donc ; toute droite qui passe par le centre est un 
diamètre, et fait partie d'un système de diamètres conjugues . 

Or les diamètres conjugués se coupent mutuellement en deux 
parties égales au centre ; donc : toute droite qui passe par le 
centre , y est coupée en deux parties égales. 

Réciproquement, tout diamètre doit passer par le centre ; 
car parmi les cordes parallèles que ce diamètre , quel qu’il 
soit , coupe en deux parties égales , il y en a une qui passe 
par le centre, et dont ce point est le milieu. 

Si l’on imagine deux cordes parallèles , on peut toujours 
mener par le centre, un diamètre qui leur soit parallèle-, or 
le diamètre qui lui sera conjugué devra couper les deux cordes 
en deux parties égales , et partant , il se confondra avec la 
droite qui joint le milieu de ces deux cordes. Donc : toute 
droite qui passe par le milieu de deux cordes parallèles , est 
un diamètre, et passe par conséquent par le milieu de toutes 
les cordes parallèles. , 

On prouvera de même que toute droite qui joint le centre 
et le milieu d’une corde , est un diamètre et coupe en deux 
parties égales toutes les cordes parallèles. 

1 . Puisque et e t ]S sont indéterminés , P et Q le sont aussi ; 
mais au lieu de regarder l’un des angles <t, £ comme indépen- 
dant, on peut prendre l’angle Æ — a. que font les deux a\«s 
entre eux , et que nous désignerons par * ; on aurd $ = + -f- a. 
Si 1 on substitue dans l’équation (3) , elle devient ‘ 

aA sin et cos et sintt- -f- sinNt cos-t-z^o. . . . (^) 

-f- B cos*st -f- 2J9 tin <* cosa 

— B sin*« -f-aCcos'et 

— nCsinct cos a 

on, en divisant par cosV cos 4 , et ordonnant: 

♦ 

(ayf-£tang+)tang*..-f-a(i5-fyif— 6’.taug+) tanga-j-aC-f-Ætang-fîSiQ. 
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Cette équation donne pour tang * 

B-\-(A — C)tang+- ^/f G+(B'+A — C)tang*+} 

° aA — Ætang+ a A — Ætang+ 

■ li- 
on voit par là que lorsque G est négatif , l’angle + n’est pas 
absolument arbitraire , puisqu’il faut qu’on ait 

tang'* > ~ ° 

B ' 2 -f- A — C 


de sorte que la limite de la valeur de tang + est 


tang * = 


v-o 

V^IP + A—C) 


Mais lorsque G est positif, l’angle + est entièrement arbitraire. 

Quand l’angle + est droit, l’équation (4) divisée par cos’*, 
«e réduit à 

B tang a * — 2 ( A — C) tang * — B = o , 

qui donne des valeurs réelles, puisque le dernieT terme est négatif; 

ainsi , parmi les systèmes de diamètres conjugués, il yen a un 

dans lequel les diamètres se conpent à angle droit. 

Comme cette éqnation a deux racines, on pourrait croire 

que chacune d’elles donne un système différent, et que 

par conséquent celui où les diamètres sont rectangulaires 

, n’est pas uuique ; mais on doit remarquer que le dernier terme 

, . —B ..... 

de 1 équation est = — 1 ; ainsi , si 1 on nomme * , «' 

les angles auxquels appartiennent les deux racines , on a 
tang* tang* = — î , les deux diamètres qui font avec l’axe 
les angles * , *' sont perpendiculaires entre eux (n* ag) , et 
partant les deux solutions se réduisent à une seule. 

D’ailleurs comme on a * = (3 — + , on voit que l’on ob- 
tiendrait £ par la formule précédente, en y changeant * eu 
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— * , c’est-à-dire, tang * en — tang*. On pourrait en- 
suite calculer sin at, cos ai, sin#, cos /S; et substituant dans les 
valeurs de P et de Q , on aurait enfin ces derniers exprimés 
en fonction de l'angW *. Mais le calcul serait extrêmement 
pénible, et pour obvier à cet inconvénient, nous allons cher- 
cher des relations plus simples entre P , Q et l'angle *. 

4a. Les valeurs de P et de Q , multipliées par , peuvent 
se mettre sous la forme '* 

4 AP = (a A sin # -f- B cos # )* — G cos 1 # , 

4 A Q — (o.A sin <i *-f- B cos *)* — G cos 1 * ; 

et l’équation (3) , en la multipliant par aA , spus la suivante , 

(a A ein*-f~ B cos a) (a A sin#-}- P cos#) — G cos* cos# = o. 

En éliminant a A sin # -f- D cos # et a A sin * -+■ B cos * entre 
ces trois équations , on trouve , réduction faite , 

4APQ -f- G (P cos’* -f- Q cos 1 #) = o. 

On obtiendrait de même , en multipliant par 4 G les valeurs 
de P et de Q , l'équation (3) par a G, et conduisant le calcul de 
la meme manière , ou , changeant A en G, les cosinus en 
sinus, et réciproquement, 

4CPQ -f- G (P sin** -f- Q sin*#) — o. 

Or si l’on développe les quantités qui multiplient G dan* ces 
équations , en y substituant les valeurs de P et Ç, oa. 
trouve facilement , au moyen de l’équation (3) , 

P cos 1 * -f- Q cos 1 # =r A sin 1 * , 

P sin 1 * -f- Q sin’# = C sin** , 

et partant 

P + Ç = + G)sin’*, 4PÇ = — G sîn 1 *. 
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d’où l’on tirera les valeurs de P et de Q par une équation 
du second degré. 

\ 

Il snit de la relation £PQ = — G sin**, que PQ est tou- 
jours de signe contraire à G , c'est-à-dire que P et Q sont da 
même signe ou de signe différent, suivant que G est négatif 
ou positif. Quand G B* — i,AC) est négatif , A et C sont 
nécessairement de même signe , et par conséquent on peut 
les supposer tous les deux positifs ; mais il suit de la relation 
P -f- Q = {A + Q sinS-, que P -f- Q est de même signe que 
A C , et comme P et Q ont tous deux même signe , il 
s’ensuit qu'ils sont positifs l’un et l’autre. 

Si l’angle ♦ est droit , les relations précédentes deviennent 

4PQ = — G, P+Q = A+C. 

43. Comme le cas de G = o a été exclus dans les n" pré- 
cédons, nous allons essayer maintenant une transformation (pii 
puisse avoir lieu pour les trois genres. 

Si l’on fait directement dans l’équation Ç4) , 

x — t cos «t -f- u cos /3 , 
y = t sin * -f- u sin fi , 

i ' ■ ' ■ ' - - .- *.L , , H | 

et que l’on anéantisse , comme an n* 3g , le coefficient de tu , 
on aura la même équation de condition ; les coefftciens de u* 
et I* seront encore P et Q, et l’équation deviendra 

Pu* -f- ^)t* -|- D'u -f- E't -f- o ..... . (5") 

en faisant pour abréger 

B sin /3 -f- E cos/3 = Z/ , D sin se -f- E cos a = E'. 

Puisque la transformation actuelle donne entre a et /2 la même 
équation de condition que celle du n° 3q , il s’ensuit évidem- 
ment que les axes des t, u sont parallèles à un système de 
diamètres conjugués-, du moins lorsqu’il existe de tels dia- 
mètres, c’est-à-dire, lorsque l’on n’a pas G — c. 
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44* Si, changeant ensuite l’origine , on fait 

f +P, u=zu'+q, 

l’équation (ZT) se change en 

Pu'* -f Qtf* + a Pq u' + aQp t + Pq* \ 

+ V + £T + Qp*f 

I/q > =0. . , (i') 

-f 

-b F > 

En anéantissant les termes u\ t', au moyen des hypothèse» 

aPq + & =s a, aQp + E' = o , 

on retrouverait nécessairement l’équation (C') du n* 3q. Or, 
quand G n’est pas = o , le dernier ternie peut se mettre sous 
la forme 

+ D')' + P<izQp + E'y} + F- . 
et partant , à cause des hypothèses ci-dessus , se réduit à 

ç>zr* +PE '* 

4 P Q ~ l 

et comme l’équation que l’on obtiendrait doit être identique 
avec l’équation (C'), on a nécessairement 

» QD'*+PE'*_A 

F JPQ— = C' 

45. Mais on sait que dans le cas de G = o, l’équation (JT) 
ne peut ctre ramenée à la forme de l’équation (C); et d’ail- 
leurs cette exception se présente de nouveau ici , puisque l’on 1 
a 4 PQ — 0 , et que par conséquent Pz= o ou Q = 0 , ce qui 
rendrait inlinie la valeur de q ou celle de p. Ainsi , ne pou-; 
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vant obtenir, dans tous les cas , une équation qui ne renferme 
plus les termes 11 , t' , nous n’en anéantirons qu’un seul et 
le dernier terme au moyen des équations 

aPq 4" iy — o (5) , 

Pq'+ Qp' + D'q+E'p+F=z 0 ... (6); 

ce qui réduit l’équation (ZP) à 

Pu* + Çi'* + RY = o (é7) , 

en désignant par R ce que devient le coefficient a@p4* E- 
Or l’équation (S) , qui doit déterminer p quand on y aura 
substitué la valeur de q tirée de l’équation (5) , étant du se- 
cond degré, p peut être imaginaire , et partant la transfor- 
mation impossible -, c’est ce qu’il s’agit maintenant d’examiner. 

46 . L’équation (S) n’est autre cbnse que le polynôme qui 
servait de dernier terme à l’équation (ê') (n° 44) ; ainsi , quand 
G' n’est pas = o, elle peut subir la même décomposition, et 
à l’aide de l’équation %Pq 4 - D' = 0 , qui a seule lieu ici , elle 
se réduit à 

P&QP + *r + 4PQ (F- — ) = ° • 

or nous avons remarqué (n® 44) que toute la quantité qui mul- 
tiplie 4PQ était égale à on a donc 

(»Qp 4-£')*+^- = o, 
ou - 

aQp 4 - 1? = R = |/_ = [/ ± sinS-, 

expression qui ne sera réelle que si ^ est positif. 

Cela posé , si G < o , la transformation sera toujours pos- 
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sible , lorsque l'équation {A) le sera. En effet , nons 

avons vu (u° 3a) qu'il fallait que À fût positif; d'ailleurs 

lorsque G est négatif, P et Q sont positifs; donc ~ 
est positif, et la valeur de p est toujours réelle. 

Si G o , la transformation n’est pas toujours possible ; 

car A pouvant être positif ou négatif, ne 8era réel 

/ 

que dans le cas où JP et A seraient de même signe ; donc , 
dans le cas contraire , on ne pourrait faire disparaître le 
terme u' ; mais comme P et Ç> sont de signes différens quand 
G est positif, il est aisé de voir que l’on pourra faire dispa- 
raître le terme t / , et ramener l'équation (y/) à la forme 

Pu'* -f Çt" + Su’ = o. 

47- Quand G 2 = o , la valeur donnée pour 71 au n* précéd. 
n’a plu» lieu. On doit observer ici que la condition ^PQ=z 
— G sin** donnant alors P = 0 , ou Q = o, ainsi que nous 
l’avons déjà remarqué , on n’est pas libre d’anéantir à volonté 
le coefficient de uf ou celui de t' ; d’abord parce que l’hypo- 
thèse 9 Pq + iy o ferait disparaître entièrement u' de l'équa- 

tion , si l'on avait P — o, et ensuite parce que la valeur de q 
deviendrait infinie. Cherchons à distinguer dans quel cas P 
s’anéantit', et dans quel cas c’est au contraire Q qui devien- 
drait nul. 

En mettant P , Ç et l’équation de condition sous la même 
forme qu’au n° Ja , l’hypothèse G = o les réduit à 

/[AP — {a A tinU B cos/3)*, t[4Q — (aA tin* -f- B cos a)* , 
(ay/tin/5 ~f- B cos/2) (juA sin * -f- B cos*) = 0 . r 

On peut donc satisfaire de deux manières à l’équation de 
condition , c'est-à-dire , en faisant 

aA sinjS -f- B cos/8 = o ; ou 9y/sjn*-f-/7cos* = o 

Ces deux hypothèses ne peuvent avoir lieu que séparément ; 
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car si on les faisait en même temps , il en résulterait tang * 
= tang /S , d’où « = / 3 , et les axes se confondraient. Or on 
voit que la première anéantit la valeur de P , et la seconde 
celle de Q, car nous ne supposons pas qu’on puisse avoir A=zo., 
D'ailleurs , quand A = o , l'hypothèse G — IP — t\A C = o 
donne B — c~, les valeurs de P et Q et l’équation de con-. 
dition se réduisent à 

P=C cos*j3, Q=C cos*<t, C cos * cos /3 =s o , 

qui donnent alors les mêmes conséquences. 

Donc, suivant que l'on déterminera (S ou <*, P ou Q dis- 
paraîtront ; ainsi , dans la première hypothèse , on ne pourra 
pas faire disparaître le terme en u'. 

Supposons donc qu’on ait fait a A sin« + B cos « =o, on 

en tire tang * =: — ; et comme on a alors Q = o , il en 

résulte R — E' = D sin « -f- E cos «t. Mais, puisque 

. B 

tang a = , on aura 


sin a. — 
et partant 
R 


B 

H 


cos <t = rr: 


H 


ÿ-UA' + B') - a[/(A+C)A‘ 


puisque B 1 = 4AC. 

D’ailleurs l’équation P -f- Q — (A -f- C) sin*+ donne , dans 
le cas ou Q = o, 

P—(A + C.) sin*+. 

Au reste, l’équation (6) ne renfermant plus le quarré de p , 
la valeur de cette quantité sera toujours réelle. 

48. L’équation (C") 


Pu 1 + Çt‘ + Rt = o , 

eù nous supprimons les accens pour plus de simplicité, ren 
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ferme donc toutes les lignes auxquelles peut appartenir l’équa- 
tion générale. Llle donne les courbes du premier genre quand 
P et Q sont de meme signe ; celles du second , quand Q — o ; 
celles du troisième, quand P et Q sont de signes contraires. 

La forme de cetre équation fait voir que l’axe des abscisses 
ést un diamètre, puisque les ordonnées correspondantes à la 
même abscisse sont égales et de signes contraires. Quand on 
fait f = o, on a u* = o; ainsi Tes deux ordonnées correspon- 
dantes à l’origine devienne.it égalés et nulles toutes deux; donc 
l'ordonnée qui passe par l’origine , ou plutôt l'axe des ordon- 
nées, n’a qu'un point commun avec la courbe, c'est-à-dire, 
qu il est tangent à cette courbe. 

Cela posé , dans le cas où G n’est pas = o , ou , pour les 
courbes qui ont un centre et des diamètres conjugués , les axes 
sont parallèles à un système de diamètres conjugués ; donc 
l’axe des t étant lui-mème un diamètre , l’axe des u sera pa- 
rallèle à son conjugué ; donc : si par l'extrémité d'un 
diamètre an mine une droite parallèle à son conjugué, cette 
droite sera tangente à la courbe 

Réciproquement, si une droite est tangente à la courbe, 
elle sera parallèle au diamètre conjugue du diamètre qui passe 
par le point de contact. En effet, si l’on imagine un diamètre 
parallèle à la tangente , son conjugué pa-sera par le milieu de 
toutes les cordes parallèles à la tangente , et partant , par le 
point de contact lui-roème , pour lequel la corde est nulle. 

Dans le cas où G = o, il n’y a plus ni centre ni diamètres 
conjugués ; mais ce genre de courbes jouit , par rapport à ses 
diamètres, d’une propriété remarquable. Nous venons de voir 
que l’hypothèse G = o, rend l’équation (3) décomposable en 
vieux facteurs dont un seul peut être égalé à zéro. Il en 
résulte que l'angle et est déterminé, et l’angle $ indéterminé, 
pour l'équation 

Pu 1 -f- Ht = o ; 

donc les axes des t, c’est-à-dire, tous les diamètres sont pa- 
rallèles entre eux , quoique l’indetormicatiou de £ fasse voir , 
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d’un autre côté, qu'il y a , comme dans les autres genres , 
une infinité de systèmes qui conduisent à une équation de la 
forme Pu 1 -f Rt = o. On peut même remarquer que tang x 

étant = — , ces diamètres ne sont autre chose que le 

>ystènie de droites parallèles qui ne rencontrent la courbe 
qu’en un point (n° 34)- Quant à l’axe des u, il est tangent, 
ainsi que nous l’avons reconnu en général, d'après la forme 
de l’équation commune aux trois genres. 


4q. Si nous avions voulu disposer des indéterminées et , <5 , 
pour faire disparaître de l’équation ( 6 ) (n° 39 ) les termes 
affectés du quarré des coordonnées, nous aurions obtenu , au 
lieu de l’équation (3) , les deux équations de condition 

A sin *(8 -f- B sin 0 cos 0 -f C cos '0 = o , 

A sin*a —f- sin cos et -f- C cos a et = o , 

qui, divisées par cos 8 .S, cos* a respectivement, deviennent 


^tang s j3 -f- B tang */8 -f- C=r o, A tang 1 * -f- B tanga -f- C= o. 

Quoique ces équations soient identiques , il est impossible , 
par la raison que nous avons déjà donnée en pareille occasion , 
de prendre tang a — tang 0 ; mais tang * et tang 0 sont racines 
d’une même équation. Or on trouve 


donc 


tang a = 


— B ±.[/G 
a A ‘ 


tang 0 — 


-g-y/ c. 

zA 


Il suit de là que cette transformation n’est possible qu'autant 
que G est positif ; car si G est négatif, les valeurs precedentes 
deviennent imaginaires; si G = o, elles deviennent égales, ce 
qui est impossible. 

, Si nous désignons par M ce que deyient le coefficient de tu. 
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l'équation se trouve réduite à 

Mtu + ^ = o , 

et l’on a 


jW== sin * sin g -f- Æ (sin «t cos/6 + sin /S cos *) + a C cos * cos $ 

• / « 

( a ^ tan S* tan S0+ fl ( tan g lt + tan g0> + aC. 

Tang a et tang (3 étant racines d’une même équation , on a 

O Z? 

tang <t tang /3 = — , tang «-f-tangg= — — , 

d’où 


M : 


cos « cos $ 


_ — 5* G 

X 3 »= cos * cos /S ; 


mais on déduit facilement des valeurs précédentes de tang a, 
tang /3 , 

cos ‘= 

s - ± ay/ 

- V^A'+Cè+V^Yf 


Substituant, effectuant et réduisant, on trouve 



y {B ‘ + A—C>)' 


et par conséquent 


ut ~± A y {B' + A— (?) . 


équation des courbes du troisième genre rapportées aux asymp- 
tote* (n°* 34 et 3 G). 


60. Il résulte de ce que nous avons exposé dans ce § , que , 
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des trois genres do courbes du second ordre, deux jouissent 
de la propriété commune d’avoir un centre et des diamètres 
conjugués, ce sont les genres cjui résultent des hypothèses 
G <[ o et G> o; d’ailleurs ces deux genres de courbes ont 
une équation qui leur est commune , et qui ne peut appartenir 
au troisième. Il semble, d’après cela , assez naturel de les di- 
viser en deux classes , dont la première renferme les courbes 
qui ont un centre , c’est-à-dire le» ellipses et les hyperboles; 
et la. -seconde celles qui n'ont pas do centre , c’est-à-dire le 
genre des paraboles. 
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CHAPITRE III. 


De la nature et des propriétés particulières des trois 
genres de Courbes du second ordre. 


PARAGRAPHE PREMIER. 


Des Courbes qui ont un centre. 


5 i. Ijes courbes qui ont un centre sont données par 
l’équation 

/v+ç<* + A =0 , 

« 

quelle que soit l'inclinaison des axes. Les quantités P et Q 
sont déterminées en fonction de cet angle et des coefliciens 
de l'équation générale , par les relations 

4 PQ = — Gsin’+, P+Q=z(A+C)û a '+. 

La position des axes des t,u, relativement aux axes primitif», 
est déterminée par l'équation 

2 A tang a. tang /3 + D (tang & 4. tang £) -f- aC = o , 

en observant que l'on a d’ailleurs + = /8 — <*. 


Djgiïïzed'ByCiOO^I 
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Du genre des Ellipses. 


5a. Pour le genre des ellipses, on a G<o, A > 0 ; ainsi 
- est négatif : représentons-le par — S , l’équation deviendra 
' Pu‘ -f Çt 1 = S. 


Quoique nous ayons déjà reconnu la forme de la courbe 
au commencement du chapitre précédent, il ne sera pas inu- 
tile d’examiner de nouveau comment elle résutte de cette 
équa'ion beaucoup plus simple que l’équation générale, d’au- 
tant plus que nous pourrons appercevoir ici des circonstances 
particulières qu’il aurait été difficile de distinguer par la mé- 
thode qui nous a servi alors. 

Cette équation donne 


u 



QL 


Si l’on suppose t = o , on trouve pour les ordonnées des 
points C, C (fig. i4) où la courbe rencontre l’axe dès ordon- 
nées 



si l’on fait t > o , la valeur de l’ordonnée diminue de plus 
en plus, à mesure que l’abscisse augmente, ensorte que lors- 
qu’on a 

-!/$• 

l’équation donne u* = 0 ; partant à ce point , l’ordonnée est 
nulle ; elle est imaginaire pour toute valeur de t plus grande 

que ~ ; et comme la même chose a lieu du côté des 

abscisses négatives , et qu’à chaque point de l’axe des abscisses 
compris entre B et B ' , répondent deux ordonnées égales et d» 
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signe contraire. Il suit de là que la courbe est composée de ' 
deux branches situées l’une au-dessus, l’autre au-dessous 
de l’axe des abscisses; que ces branches se réunissent aux 
points B , B’ du même axe pour lesquels l'abscisse est. ... . 

+ -l/îr 1” si par ces points on mène 

les droites bBb ' , b" B' b" parallèles à l'axe des ordonnées , elle 
n’auront qu’un point commun avec la courbe , lui seront par 
conséquent tangentes , et limiteront son étendue dans le sen# 
de l’axe des abscisses. On prouverait de la même manière que 
les droites menées parallèlement à l’axe des abscisses , par 
les points C , C , sont tangentes à la courbe , et limitent son 
étendue dans le sens de l’axe des ordonnées. Donc enfin la 
courbe est rentrante et fermée, et elle est inscrite au paral- 
lélogramme bb"b“b' dont les côtés sont a 


53. Comme les coordonnées qui correspondent à des abs- 
cisses égales sont égales elles-mêmes et réciproquement, il 
s’ensuit que si l’on prend AP = AP ' , les cordes MPM , 
MT P 1 M" sont égales et parallèles : donc la figure MM" M m W 
est un parallélogramme ; et comme le centre de l’ellipse est 
le centre de figure du parallélogramme , les diagonales MM“, 
MM" passeront par le centre , et seront par conséquent des 
diamètres. D'où il est facile de conclure que : 

Si par un même point de l’ellipse on mène deux cordes pa- 
rallèles à deux diamètres conjugués , la droite qui joindra les 
extrémités de ces cordes sera un diamètre. 

Réciproquement : 


Si par les extrémités d’un diamètre , on mine deux cordes 
à un même point de f ellipse , les droites menées par le centre 
parallèlement à ces cordes, sont des diamètres conjugués. 

En effet , concevons un diamètre parallèle à l’une des cordes , 
et que son conjugué ne soit pas parallèle à l'autre , en menant 


*r-. 
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par le point une corde parallèle à ce conjugué , les extrémités 
de cette corde et de la première déterminent un diamètre : 
«nais comme il a deux poiuts communs avec le diamètre sup- 
posé, il se confond donc avec lui. 


54 . Les lignes ^ ^ sont les moitiés des dia- 
mètres conjugués ; représentons-les par n et m respectivement , 
on aura 

S t S , _ S _ S 

- = «*•, — =r= m’, on P=-, Q — — . 

En substituant ces valeurs dans l'équation de la courbe , elle 
devient, réduction faite, 

ni“u* -f- n*t* = m*n*. 

* 

Si on les substitue dans les relations 

4PQ=— GsinN-, P + Q = (A + C) sin**, 
elles deviennent 


m"#r 


m n 


ou 


m*n* sinH’ = m* + n* = — - 

— O S 


m’n * sin*+ , 


ou encore 


, . . 8.Ç , . , , . 16S (A+C) 

4mn sm* = p— ^r, 4m* -f- 4/i* = 


Or 4 mn s ' n+ est l’aire du parallélogramme bb"b m b' formé sur 
les deux diamètres , 4 m “ -b 4 n * e8t 1* somme des quarrés cons- 
truits sur ces mêmes diamètres ; d’ailleurs les seconds membres 
de ctfs équations sont independans de l'angle + ; il en résulta 
donc cet denx propriétés remarquables de l’ellipse ; 


\ 

S 

* 

1 


1 


t 
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i°. L’aire du paralcllogramme circonscrit à l ellipse et formé 
sur deux diamètres conjugués , est constante, quelle que soit 
l'inclinaison de ces diamètres. 

2 °. La somme des quarrés construits sur deux diamètres 
conjugués de l'ellipse , est constante , quelle que soit aussi 
l'inclinaison de ces diamètres. 


55. II est évident que l’on peut inscrire à l’ellipse une infi- 
nité de parallélogrammes , dont les côtés seraient respective- 
ment parallèles à un système donné de diamètres conjugués, 
et l’on s'assurera sans peine que tout parallélogramme inscrit 
aura ses côtés parallèles à un système de diamètres conjugués. 
Ainsi l’équation de la courbe étant 

m*u* + nT = m*n % , 


les parallélogrammes inscrits , qui font le même angle que le* 
diamètres, ont pour côtés 2 1, au-, de sorte que leur aire est 
exprimée par 4 tu sin *. Or on a 


partant 


U ~~V (™ a — *'); 


ut = — (m 2 t a — t 4 ) 



or pour le même angle + , le parallélogramme sera le plus 
grand possible, lorsque ut aura la plus grande valeur, c'est- 


à-dire, lorsqu'on aura t*=:~, ou t~ , qui donne 

u = et ut L’aire du plus grand parallélogramme 
inscrit, dont les côtés font entre eux un angle * , est donc 
a mn sin * , 

9 * 

pu la moitié de celle du parallélogramme circonscrit formé 


v 
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sur les diamètres conjugués. En prenant un autre système 
dont l’angle soit' 1r' , on trouvera de même que le plus grand 
parallélogramme inscrit, dont les côtés sont parallèles aux 
diamètres de ce système , est moitié du parallélogramme 
circonscrit; mais les aires des parallélogrammes circonscrits 
sont égales, donc aussi les aires des parallélogrammes inscrits 
maxima sont égales. Or il est aisé de voir que l'équation de 

la diagonale est u — — t, qui est aussi celle de la diagonale 
m 

du parallélogramme circonscrit ; donc les diagonales du paral- 
lélogramme circonscrit déterminent par leurs intersections avec 
la courbe les sommets du parallélogramme inscrit mor/mum. 

56. Parmi tous les systèmes de diamètres conjugués, le plus 
remarquable est celui dans lequel les diamètres sont rectan- 
gulaires entre eux (n° Nommons a et b les valeurs que 
prennent dans ce cas met n, on a sin*=t, et partant 
(n° 54) 

y— G' “ -T" — Q > 

équations qui détermineront a et b. 

Ces diamètres ont été nommés axes principaux. Il est 
aisé de voir qu'ils sont généralement inégaux, car en suppo- 
sant a— b, les relations précédentes donnent ■ 

0 .__2£_ *s<jA+C) 

— Ÿ— G' ~ G * 

•t partant 

(A -f- C) % + G = o , ou A — C B* ■=. o, 
équation qui ne peut avoir lieu que lorsqu’on a 
A — C , et B — o, 

cas auquel nous allons revenir. D’où il résulte que l’ellipse 
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n’a pas une courbure uniforme comme le cercle, mais qu’elle 
est alongée dans un sens. Nous supposerons dorénavant que « 
soit ^>b , et nous appellerons le diamètre aa , ou BB 1 , le grand 
axe, et le diamètre a b, ou CO, le petit axe (fig, i5). Les points 
B , B' , où le grand axe rencontre la courbe , se nomment 
sommets. Il est d'ailleurs évident que le grand axe et le petit 
axe coupent l’un et l'autre l’ellipse en deux parties égales. 

L’équation de l’ellipse rapportée aux axes principaux , en 
comptant les abscisses sur le grand axe et les ordonnées sur 
le petit axe , est donc 

o*v* + b'x* = a'b *. 

Dorénavant quand nous parlerons des axes, il faudra tou- 
jours entendre les axes principaux , ou les diamètres qui se 
coupent à angle droit ; quand nous voudrons parler des lignes 
sur lesquelles on compte les abscisses et les ordonnées, nous 
dirons : axes des coordonnées. 

57. Nous venons de voir que les deux axes sont égaux 
quand on a dans l’équation générale Ax=.C , B = o. L’équa- 
tion précédente devient alors 

y -f- x* = a* ; 

or !/(•£*+ y) étant la distance d’un point delà courbe an 
centre , il s’ensuit que cette distance est la même pour tous 
les points , et comme cette propriété n’appartient qu’au cercle , 
l’équation 

y -f- x* = a* 

m 

est donc celle d’un cercle dont le rayon esta, l’origine des 
coordonnées étant au centre. 

On retombe encore sur cette propriété du cercle , en fai- 
sant A = C , B-= o dans les relations qui donnent en géné- 
ral les diamètres conjugués, en fonction de l'angle qu’ils font 
entre eux, et des coeiliciens de l’équation générale. En effet. 
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»n trouve G = — /\A % , et partant 


-5 . . , a .Ç 

mn sm+=2* m -f- n* — 


d’où 


> 5 * 


m* -f- n* — amn sin + = o , 
équation qui peut se mettre sous la forme 

(m — n sin*) 1 * -f- n* cos^-fr = o, 
et donne par conséquent 

cos+ =o, d’où sin'l'=i, 

et 

m = n sin * = n ; 

ou même m=n = o, puisque sin+=i. 

Donc : i°. tous les diamètres conjugués se coupent à angle 
droit. 

a*, tous les diamètres sont égaux. 


La seconde partie de cette conclusion prouve évidemment 
que la courbe est un cercle ; la première revient au théorème 
suivant , que l’on démontre en géométrie : 

Ixi perpendiculaire abaissée du centre sur une corde , coupe 
cette corde en deux parties égales , et réciproquement. 

Cette proposition résulte encore de l’équation de condi- 
tion en « et jS , qui devenant 

tang* tangiS -f- î = o , 

prouve que les diamètres conjugués sont perpendiculaire* 
entre eux. 

De ce qui précède et du n* 53 , il suit que les cordes qui 
joignent un point de la circonférence et les extrémités d'un 
diamètre, sont perpendiculaires entre elles, ou que t angle 
qui a son sommet à la circonférence et qui s’appuie sur un 
diamètre, est un angle droit. 
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Au reste on a dans ce cas S ~ , A -=A (JD^+E 1 — 4AE) , 

D* -f- E ? — AAF 

d ou S = — / ■ j— T , , et partant 


4^ 


-1/5- 


l/( n’+E*—4JF) 
a A 


L'équation la plu» générale du cercle, tant qu’on suppose le* 
coordonnées rectangulaires, est donc 


ou 


AÇy 1 -fx*) + Dy + Ex + F — o, 
E F 

y + ^ + iy + i* + i=o, 


A J ' A ^ A' 
qui peut »e mettre sous la forme 

D \* . / . Ey D'+E* — 4AF 


(*+â)'+(»+5)‘+ 


4^* 


/> ^ 

or — - — - , ; sont évidemment ( n° 38 ) l’ordonnée et 

aA a A 

l’abscisse du centre; si on les représente par q et p, on aura 

( y — q)*+ (x — pY = r 1 , r étant le rayon. 

C’est sous cette forme que l’on présente ordinairement l’é- 
quation la plus générale du cercle pour les coordonnées rec- 
tangulaires. 

58. Dorénavant nous supposerons l’ellipse rapportée à ses axes. 
L’équation 

a’y* -j- b*x* = a a 6* 

donne 

y = -( a *— x*): 


Si l’on considère les coordonnées sf, y 1 d’un autre point, ou 
aura de même 

- 
a* 


y* = jr. (a*—*"); 
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donc 

y* a' — x* ( a -f- x) (a — x ) _ 

y* a* — x ' 1 (a -f- x') (a — x') ’ 

or a -f- x et a — x sont les segmens du grand axe qui corres- 
pondent à l’ordonnée y’ ; ainsi il résulte de là cette propo- 
sition : 

Dans l’ellipse , les quarré s des ordonnées sont entre eux 
comme les produits des segmens correspondons du grand axe. 
Comme l’équation donne aussi 

** = £V-y), 

la même proposition a lieu évidemment , en changeant les 
expressions d’ordonnéeset de grand axe en celles d 'abscisses 
et de petit axe. 

En observant qu’on a 

y ‘ 

fl*— X* fl*’ 

nous aurions pu énoncer cotnme il suit la proposition, précé- 
dente : 

Le rapport du quarré de l’ordonnée au produit des segmens 
correspondons est constant , et égal au rapport du quarré du 
petit axe au quarré du gmnd axe. 

On voit que cet énoncé n’est autre chose que la traduction 
de l’équation. 

Pour le cercle J ce rapport est l’unité , et il en résulte que 
la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque de la circon- 
férencc sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les 
deux segmens du diamètre , proposition démontrée en Géo- 
métrie. 

En considérant l’équation de l’ellipse rapportée à deux dia- 
mètres conjugués quelconques , on en déduira la même pro- 
position. 
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5g. L’équation 



a‘ — x* a* 


donne 

.y = b : 

^/(a“ — x a ) a 


or \Z(a* — x*) est l’ordonnée correspondante à l’abscisse x- 
dans on cercle qui aurait pour centre et pourdiamètre le centré 
et le grand axe de l’ellipse ; donc , 


Si sur le grand axe d'une ellipse, comme diamètre, on dé- 
crit une circonférence , les ordonnées de l'ellipse seront à celles 
du cercle comme le petit axe est au grand axe. 

Cette propriété fournit plusieurs moyens de construire géo- 
métriquement l'ellipse par points. 

i°. Si l’on décrit une circonférence sur le grand axe BIT , 
(fig. 1 6 ) , comme diamètre , qu'au point P on élève l’ordonnée 
du cercle AP , que l’on joigne les extrémités B et C du grand 
et du petit axe , que l'on porte l’ordonnée AP de B en C , 
et qu'au point G on élève sur BIT une perpendiculaire qui 
rencontre BC en H , GII sera la longueur de l’ordonnée de 
l’ellipse correspondante à l’abscisse AP : on la ramènera sur 
AP en moyen d’une parallèle à l'axe BB , et l’on déterminera 
ainsi le point M de l’ellipse. En prenant de même BG'=A' P 1 , 
élevant la perpendiculaire G' H’ , et menant la parallèle H' M ' , 
on déterminera un autre point M' , et ainsi des autres. 

n°. Si l’on décrit (fig. 17 ) deux circonférences, l’une sut 
le grand axe , l’autre sur. le petit axe , comme diamètres , que 
l’on élève l’ordonnée A P à la première circonférence , et que 
l’on mène le rayon AN qui coupe la seconde en n, le point M 
où AP sera rencontrée par la droite nM parallèle au grand 
axe , est un point de l’ellipse. 

3°. D’un point quelconque G (fig. 18 ) pris sur le petit axe, 
pourvu que GA soit <_ a — b , on décrira , avec cette diffé- 
rence , comme rayon , un arc de cercle qui coupe le granit 
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axe en //; on joindra GU que l’on prolongera d'une quan- 
tité HMz=zb, le point M sera un point de l'ellipse. 

Nous ne nous arrêterons pas à donner la démonstration de 
ces constructions, dont les deux premières n'offrent pas la 
moindre difficulté. A l’égard de la troisième , en prolongeant 
MP au-dessous de AB , et menant GQ parallèle à AB , on 
trouvera facilement que MQ est l'ordonnée d'un cercle qui a 
pour rayon la moitié du grand axe , et de la , on pourra achever 
la démonstration. 


Go. Pour passer de l’équation de l’ellipse rapportée aux axes 
à l'équation de cette courbe rapportée à deux diamètres con-* 
jugués quelconques am, an, et réciproquement, on a les re* 
lations 

m* -f- n* = a* + é* , mn sin = ab , 

tang* = tang (£ — <t) , a ’ tang <t tang/3 4 - b 3 = o ; 

les deux premières ne sont qu’une nouvelle expression des 
propositions du n° 54 , la troisième est évidente , et la qua- 
trième résulte de l’équation 

2 A tang a. tang jS -f- B (tang te -f- tang Æ) -f- aC = o , 

en y faisant B—o, A-=a % , Cr=zb' , c’est-à-dire , en sup- 
posant que l’on soit parti de l'équation aux axes principaux. 

A l'aide de ce? relations on peut déterminer quatre des sept 
quantités m, n, «,(8, a, b , * , quand on connaît les trois 
autres. Nous ne nous arrêterons qu'aux trois cas suivans : 

i°. Étant donnés les axes , et l’angle * que fait un diamètre 
avec le grand axe, trouver l angle de ces diamètres et leurs 
longueurs. 

La quatrième équation donne sur-le-champ 



b l 1 

o* ' tang te ’ 


et l’on voit que si tang te est positive, tang/3 sera négative , et 


T 56 APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

réciproquement ; c’est-à-dire , que des deux angles a et 0, l’un 
est toujours aigu et l'autre obtus. D'ailleurs on a 

tang* = -^- tan6 « 

« x -f- tang a. tang 0 

ou, substituant la valeur trouvée pour tang/3, 

b 1 -f- a 5 tang 3 * 
b (a 1 — ù 1 ) tanga. 

Cette expression prouve encore que tang + et tang a. sont d« 
signe contraire , et partant , que l'angle + est obtus quand 
l'angle a est aigu. Or l’un des deux diamètres faisant avec le 
grand axe un angle aigu , on peut toujours supposer que ce 
soit celui-là que l’on ait pris pour ce. Donc , dans tous les cas , 
l’angle que deux diamètres conjugués font au-dessus ou au- 
dessous du grand axe , est nécessairement obtus , et par consé- 
quent celui qu'ils font entre eux à droite ou à gauche du petit 
axe est aigu , puisqu’il est le supplément du premier. 

On peut facilement conclure de là , d’après ce qui a été 
dit (n° 53), que les cordes qui joignent un point de l'ellipse 
et les extrémités du grand axe , font un angle obtus entre elles, 
tandis que celles qui joignent un point de l'ellipse et les extré- 
mités du petit axe , font un angle aigu. 

+ étant connu , les deux premières équations feront con- 
naître m et n comme dans le problème suivant. 

a°. Étant donnés les axes et l’angle que doivent faire deux 
diamètres conjugués , trouver leur longueur et leur direction. 

Les deux premières équations donnent directement tn et n. 
Si l'on divise la seconde par sin ♦, et qu’on la multiplie par a , 
on tire de ces deux équations , par addition et par soustraction , 

(m -f- n)’ = a’ ■+■ a — f- b', 

v sin * ' 

(m — n)* = a" — a -f- ô* , 
v * st* + ' 
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Les deux dernières équations serviront à déterminer ce et 0 ■ 
en éliminant £ entre ces deux équations , on trouve 

o* tang*<t •+■ ( a * — ^ a ) ta n g+ tang * + 6 1 = o. 

Comme cette équation est du second degré , il s’ensuit qu’il 
y a deux solutions , et par conséquent deux systèmes de dia- 
mètres conjugués , qui font entre eux un angle donné. Ces deux 
solutions se réduisent à une seule , quand l'équation devient un 
quarré. Or il faut pour cela que l’on ait 


d'où l’on tire 


(a* — £*)• tangS- = fa'b' , 


tang + = 



si l’on regarde l'angle + comme obtus. On a , dans ce cas , 
tang <t = Comme on déduit aussi de la valeur de tang ir] 

sin -f = 1 il s’ensuit que cette hypothèse donne 


m — n = o , ou m = n ; 


ainsi les deux diamètres conjugués sont égaux. Il suit de là 
que les diamètres conjugués sont les diagonales du rectangle 
formé sur les axes, ou encore, qu'ils sont parallèles aux cordes 
qui joignent les extrémités des axes. 

Enfin l’équation devient absurde quand on a 

(a* — b *) tang’+ <j 4a a i“, 

•u, abstraction faite du signa, 

_ 2 ab 


résultat qu’on aurait pu tirer du n° 4* »■ et qui prouve que les 
demi-diamètres conjugués égaux font er.tre eux le plus petit 
angle aigu , ou le plus grand angle obtus possible. 11 s'ensuit 
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encore qne, de tou* le* angle* obtus qui ont leur sommet à 
la circonférence de l’ellipse , et qui s'appuient sur le grand 
axe , le plus grand est celui qui a l'extrémité du petit axe pour 
commet, et que de tous le* angle* aigus qui ont leur somme 
A la circonférence de l'ellipse , et s’appuient sur le petit axe , 
le' plus petit est celui dont le sommet se confond avec celui de 
l’ellipse. 

3°. Étant donnés deux diamètres conjugués et l'angle qu'ils 
font entre eux , trouver les axes principaux et leur direction. 

Comme on connaît m , n et + , les deux premières relation* 
détermineront a et b\ en multipliant la seconde par a , on 
trouve par addition et soustraction 

(a + b)* = m* -J- smn sin+ -f* n * , 

(n — by = m* — a mn sin* -f- n*. 

Ces valeurs sont faciles à construire, en formant des triangles 
qui aient m et n pour côtés et pour l’angle compris — — , 

ou f- +. « 

a 

Les valeurs de a et b une fois déterminées , les deux der- 
nières équations serviront à trouver a et (S, ou « seulement, 
car il est évident que la connaissance de l'un de ces angles 
•uiTit. 

En faisant les substitutions nécessaires pour que l’équation 
générale devienne n’y* -f* è\r* = a*é* , on trouverait aussi : 

S _ cfb * 

m y a’sin’a -f- é* coe*«e ’ 

. s _ 5 ___ aéb* 

71 P a* sinV* -f- i’cos’iS ’ 

équations dont on peut également se servir , mais qui rentrent 
dans les premières. 

fit. Mais si l’on veut supposer la courbe décrite, cespro- 
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blêmes sont susceptibles d'une solution géométrique très- 
simple. 

Nous observerons d’abord que, la courbe étant donnée, 
on peut toujours en trouver le centre. Car si l’on mène dans * 
une direction quelconque deux cordes parallèles, et que l’on 
joigne leurs milieux par une droite , cette droite sera un dia- 
mètre (n° 4°) , et le milieu de ce diamètre lui-meme sera le 
centre de l’ellipse. 

Un diamètre étant donné, il sera facile de trouver son con- 
jugué. En effet, on mènera, parle centre, un diamètre quel- 
conque; par l’une des extrémités, une corde parallèle au 
diamètre donné; on joindra l’autre extrémité et celle de la 
corde par une seconde corde qui sera nécessairement (n° 53) 
parallèle au diamètre conjugué. On pourrait aussi mener 
une corde quelconque parallèle au diamètre donné , et joindre 
son milieu avec le centre par une droite qui sera le diamètre 
conjugué. 

On pourra encore déterminer facilement les axes, quand 
on connaît le centre ; car menant on diamètre quelconque , 
et snr ce diamètre décrivant une demi-circonférence , cette 
demi-circonférence coupera celle de l’ellipse en deux points , 
et les cordes menées de ces points aux extrémités du dia- 
mètre seront rectangulaires entre elles , et partant parallèles 
aux axes principaux. 

Pour déterminer la direction de deux diamètres qui font 
un angle donné , on mènera toujours un diamètre quelconque , 
et sur ce diamètre comme corde , on décrira un segment ca- 
pable de l’angle donné. Si l’arc de cercle ne rencontrait pas 
l’ellipse, on ferait la construction sur le diamètre conjugué, 
ou sur le même diamètre en prenant le supplément de l’angle 
donné , et si dans aucun cas l’arc de cercle ne rencontrait 
l’ellipse , le problème serait impossible, car on sait que l’angle 
+ n’est pas entièrement arbitraire. 

Nous insistons peu sur ces constructions , qui sont plus cu- 
rieuses qu’utiles , puisqu’elles exigent que la coui je soit tra-. 
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cée , ce qui ne permet pas de compter sur une grande 

exactitude. 


6a. Nous avons vu (n® 48 ) que la tangente à un point de 
la courbe était parallèle au conjugué du diamètre qui passe 
par ce point, ainsi l'on peut encore tirer de ce qui pré- 
cédé, une construction géométrique pour mener une tan- 
gente à un point donné de l’ellipse. Il faut mener un diamètre 
quelconque et celui qui passe par le point donné, et faire en- 
suite la même construction que pour trouver le conjugué de 
ce dernier diamètre , excepté qu’au lieu de mener par le centre 
une parallèle à la seconde corde , on la mènera par le point 
donné. Mais cette construction exige toujours que la courbe 
soit décrite. 

Au reste, la même considération peut nous conduire à l’équa- 
tion de la tangente. En elTet , si a. est l’angle que fait avec 
le grand axe le diamètre qui passe par le point donné , en nom- 
mant (3 l’angle que fait son conjugué , ou , ce qui revient au 
même , la tangente , on a par la relation connue 


ou 


a % tang » tangÆ -f- b' = o, 
b' 


tang £ = • 


a' tang a. * 


mais si a/, y' sont les coordonnées du point donné, on a 


y 

tang a — ^ , et partant 


tang 12 — ■ 


b'x’ 

«y : 


comme d’ailleurs la tangente passe par le point donné , son 
équation est 

y —y’ — tang Æ (x — x') , 


ou 


b'x' 

y-ÿ=-~ïÿ( x -*y 
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En chassant le dénominateur, et transposant, on trouve 

V a yy "f* b*xx' = a\r'“ -}- b*xf* : 

or on a a^y' J -f- é'x'* = o*i* , puisque le point donné est sur 
la courbe ; donc l’équation de la tangente peut encore se pré- 
senter sous la forme 


ayy -f- b‘xx'~ 0*6* 

qui est facile à retenir, par son analogie avec l'équation de 
la courbe. 


Si l’on faity = o 
pour x , on trouve 


en désignant par x 1 '' la valeur qui résulte 



pour la distance du centre au point où la tangente rencontre 
te grand axe. 


Cette expression très-facile à construire , fournit une mé- 
thode élégante pour mener une tangente à l’ellipse, sans sup- 
poser la courbe décrite. Soit en effet M (fig 19) le point 
donné; du centre de l'ellipse, avec un rayon égal au demi- 
grand axe , on décrira un arc de cercle qui coupe le prolon- 
gement de l'ordonnée en A r ; on joindra AN , et élevant au 
point N sur cette droite une perpeudiculaire NT , on aur* 
• 


Pour le cercle , les équations de la tangente deviennent res- 
pectivement 

a / 

y— y— — y (* — *'), y/ + xx' = a‘; 

la première prouve évidemment que la tangente est perpen- 
diculaire à l’extrémité du rayon qui passç par le point de 
contact. Au reste , cette vérité s'était déjà manifestée , dès 
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le moment où nous avons prouvé que , dans le cercle , tous les 

diamètres conjugués sont rectangulaires entre eux. 

On appelle soutangente la distance PI' du pied 4e la tan- 
gente au pied de l'ordonnée ; on voit , au premier abord , qu'elle 
est égale à x" — x / ; ainsi l’on a 



63. On parvient encore à la construction précédente , par 
une considération qlie nous ne devons pas laisser échapper. 
La valeur de AT ne renfermant ni b, ni y sera la meme, 
quel que soit b ; de sorte que si l’on imagine une suite d'ellipses 
décrites sur le meme grand axe Blï , et que prolongeant l'or- 
donnée MP de manière qu’elle les coupe toutes, on mène à 
chacune d’elles une tangente par ces points d’intersection , ces 
tangentes viendront rencontrer le prolongement du grand 
axe au meme point T. Or parmi toutes ces ellipses se trouvera 
celle dont les axes sont égaux , c’est-à-dire , le cercle décrit 
sur le grand axe comme diamètre. Ainsi, en menant une tan- 
gente au point N où ce cercle est rencontré par l’ordonnée 
MP , elle coupera le grand axe au point T , ce qui revient 


précisément à la construction de la troisième proportionnelle 


a a 


64- La considération des diamètres conjugués nous a con- 
duits naturellement à l'équation de la tangente - , mais nous au- 
rions pu y parvenir d'une manière directe et indépendante des 
principes précédens. 

La tangente devant passer par le point dont les coordonnées 
sont A , y , son équation sera de la forme 

y— y' = A{x—x’). 

Si 1’ on élimine entre cette équation et celle de la courbe , 
l’équation iinale sera généralement du second degré, et dou- 


À / 
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nefa les coordonnées des points d’intersection qui seront dis- 
tincts, tant qu’on exprimera seulement que la droite passa 
par le point dont les coordonnées sont x , y' , qui sera lui— 
meme une des intersections. Mais quand la droite est tangente , 
les intersections se réduisent à un seul point ; ainsi les racines 
de l'équation finale, doivent t-tre égales entre elles. 

Au lieu d’éliminer directement entre l’équation de la ligne 
droite et celle de la courbe , nous observerons que lés deux 
valeurs qui doivent résulter pour x et y étant xf et y " , on 
doit avoir pour chacune d’elles x — x? — o et y — y 1 o ; 

ainsi , en faisant d’avance x — x! = X , y — y' = y , c’est- 
à-dire , x — x! -f X, y — y + Y , et substituant ces valeurs 
à la place de x et de y , on aura deux équations en X et Y 
telles que l’équation résultante de l’élimination devra avoir ses 
deux racines es. 

L’équation de la droite devient # 

Y —AX-, 

celle de l’ellipse 

a 1 1 ’* -f b'X* -1- s «y Y -f- ab'x'X -f - a x y’ 1 -f b*x 1 — a' b* — o , 

qui se réduit évidemment à % 

a*Y> + b\X‘ + aaÿ'Y -f ab‘x'X = o , 

i cause de l'équation a*y '* -f i’x'* = a*ô a , ou , en mettant AX 
à la place de F, à 

(aM* -f- b') X % -f n ( a'ÿ A if b'x) X=o, 

qui donne d’abord X=o, c’est-à-dire, x — A, comme on 
devait s’y attendre. Mais pour que la seconde valeur de X 
■oit encore égale à zéro, il faut que l’on ait 

ay'A + b'x' = o, ou Axz — ^-, 

Comme nous l’avons déjà trouvé. 
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Il est évident que la transformation precedente revient à 
placer l'origine au point donné. 

On voit que rien n’ empêcherait d’appliquer , mot pour mot, 
les mêmes raisonnemens , dans le cas où l’on partirait de l’équa- 
tion de la courbe rapportée à deux diamètres conjugûés quel- 
conques , pourvu que l'on fasse attention que A n’est plus une 
tangente. Ainsi, lorsque l’équation de l’ellipse est 

m*n* -+• n* i* = w»*n*. 


on a pour l'équation de la tangente 
u — u' z 




ou 


m'u 

m m uu -f- n'tt' ~ m*/ i*. 


> 65. Si le point par lequel on doit mener k tangente est 
hors de la courbe, nommons p et q ses coordonnées, j/, y'i 
étant toujours celles du point de contact, qui sont maintenant 
inconnues. Les coordonnées p et q doivent satisfaire à l'équa- 
tion de la tangente 

ayy -f- b‘xx' = a*&* , 
et l’on a par conséquent l’équation 

>■ 

a'qxf + b’py' = a'b* (î) ; 

d’ailleurs le point de contact devant «e trouver sur la courbe, 
on a encore, entre x! et ÿ , l’équation 

aÿ' -f èV* = a'b* (a) ; 

de sorte que par l’élimination on trouvera les valeurs de x r t 
y : ces valeurs seront doubles , puisque l’équation est du se- 
cond degré ; ainsi il y a deux solutions. 

Mais:, î*. sans exécuter cette opération, l’équation (i) fait voir 
que les deux points de contact se trouvent sur une ligne droitB 

qui rencontre le grand axe en un point dont l’abscisse est — ' 

rm * 


A 

I 
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. , j* 

et le petit axe en appoint dont l’ordonnée est — ; expres- 
sions faciles à construire par elles-mêmes, mais surtout par 
les remarques suivantes. 

L’expression — étant indépendante de a , sera la même pour 

toutes les ellipses qui auront même grand axe , et partant, 
pour le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre. 

b % 

L’expression — étant indépendante de a , sera la même pour 

toutes les ellipses qui auront même petit axe , et partant, pour 
le cercle décrit sur le petit axe comme diamètre. 

Donc (fig. 20) on trouvera le point p où la droite cherchée 
rencontre le grand axe ; en décrivant sur cet axe , comme 
diamètre, une circonférence, menant du point donné iVdeux 
tangentes Nu , NJ , et joignant les points de contact par une 
corde p.p! , qui coupera le grand axe au point demandé. On 
trouvera de même le point q où la droite cherchée rencontre 
le petit axe. Cette droite une fois connue , ses intersections 
avec la courbe détermineront les points de contact. 

• Ce qui précède ne souffre aucune difficulté pour la déter- 
mination du point ou la corde qui joint les points de contact 
rencontre le petit axe ; mais à l'égard du point où elle ren- 
coatre le grand axe , le procédé que nous avons indiqué sup- 
pose que le point donné ne se trouve pas dans l’intérieur du 
cercle décrit sur le grand axe ; ce qui peut évidemment arriver, 
comme pour le point N (fig. 21). Mais alors une autre consi- 
dération servirait à déterminer ce point. En effet , p étant alors 
<( a , un point de la circonférence décrite sur le grand axe 
se trouvera sur la direction de l’ordonnée q , et si l’on mène 
à ce point R une tangente Rp , la distance du centre au pied 

O* • • 

de cette tangente sera précisément — ; ainsi le pied de la tan- 
gente sera le point cherché, et la construction n’en est que 
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a* ' T ' 

s 9 . L’expression — est indépendanttr*de q\ donc elle sera 

encore la même pour tout point situé sur la perpendiculaire 
élevée au point du grand axe dout l’abscisse est p. Ainsi : si 
une droite NQ (fig. 22) est perpendiculaire sur le grand axe 
de r ellipse, et que de tant de points quon voudra n , n', n", etc. 
de cette droite , on mène deux tangentes à la courbe , les cordes 
mp. , mp , m "p" , etc. qui joignent les deux points de contact, 
coupent le grand axe en un point constant. 

La même propriété a lieu par rapport au petit axe. 

**• 

Au voit au reste sans difliculté quo cette propriété n’est pas 
particulière aux axes, et qu’en considérant l’équation de ^el- 
lipse rapportée aux diamètres conjugués quelconques, et l’équa- 
tion de la tangente rapportée aux memes axes, on obtiendra 
les memes résultats; d’où suit le théorème suivant : ^ 

Si de tant de points qu’on voudra d’une droite quelconque , 
on mène deux tangentes à l’ellipse , et que l’on joigne par des 
cordes les points de contact des tangentes qui partent du même 
point , toutes ces cordes se couperont en un même point fixe , 
situé sur Je conjugue du diamètre rnene parallèlement à la droite 
donnée (*). t 

Il est aisé de se convaincre que la réciproque a également 
lieu , c’est-à-dire, que : 

Si par un point quelconque pris dans le plan de /'ellipse , 
on mène des droites qui rencontrent la courbe , et qu’à chaque 
point d'intersection on mène une tangente , les sommets des 
angles formés par les tangentes mentes des points que dt ter- 
mine une même sécante , se trouveront sur une meme droite ; et 
cette droite est parallèle au conjugué du diamètre qui passe 
par le point fixe. \ 

GG. La considération des tangentes est très-propre à nia^ 


(*) Celle propriété avait élé remarqué* cl démontrée dans le T railé (l' V 
Sections coniques de Lahire , 
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nifester la forme de la courbe, puisqu'un imaginant une in- 
finité de tangentes menées à de» points très-rapprochés l’un 
de l'autre , ces tangentes, par leurs intersections, formeront un 
polygone circonscrit à la courbe. 

Elles peuvent servir à démontrer que l’ellipse tourne sa con- 
cavité ou sa convexité vers l’axe , suivant que les ordonnées , 
tant à droite qu’à gauche du point de contact, sont plus grandes 
ou plus petites pour la tangente que pour la courbe. Cela posé, 
l’équation de l'ellipse donne 



l’équation de la tangente 

b 1 , 

si l’on élève cette dernière valeur au quarré , on trouve 

ya = ^ (û,_XX ' ) * J 
ou , comme d'y'* — b 1 (a* — a/ 1 ) , 

, b 2_ 

J a a ’ a a — x ,% 

Ainsi la différence du quarré de l’ordonnée de la tangente au 
quarré de l’ordonnée de l’ellipse est 

b " 1 r (u 1 — xx Y — (0* — x’) (a* — x'*) ) 
d l " d — x" ) ' 

ou, en effectuant et réduisant, 

b> ( r ~ *'Y . 

* ,1» r'» * 


or cette différence est essentiellement positive ; et comme 


jS* APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

l'ordonnée de la courbe et celle de la tangente sont toujours 
de même signe dans le cas actuel , la différence entre les or- 
données elles-mêmes sera aussi positive ; donc l'ordonnée de 
la tangente est toujours plus grande que l’ordonnée corres- 
pondante pour l’ellipse. Ainsi celte courbe tourne sa concavité 
vers le grand axe. On démontrerait absolument de la même 
manière, qu’elle tourne aussi sa concavité vers le petit axe. 


67. On appelle normale la droite MN (fig. a 3 ) qui passe 
par le point de contact, et qui -est perpendiculaire à la tan- 
gente. Ainsi, x', y' étant toujours les coordonnées du point de 
contact, l’équation de la normale est pour l'ellipse 


y -y 


°y , /. 


u'y'x — b l x'y — (a* : — 6”) x y , 


et donne, quand jr = 0, en désignant par x" la valeur qui en 
résulte pour x , 


X": 




Cette expression ne dépend que du rapport des axes; ainsi , 
pour toutes les ellipses dans lesquelles le rapport — est cons- 
tant, la normale menée aux points qui correspondent à la 
même abscisse, rencontre le grand axe au même point. 

La sounarmale , ou la distance PN du pied de l’ordonnée 
au pied de la normale t est évidemment 



Lorsque les axes des coordonnées ne sont pas perpendicu- 
laires, mais forment un système de diamètres conjugués, l'équa- 
tion de la tangente est (n° 64) de la même forme qne pour les 
axe» principaux ; et m et n étant les demi-diamètres , t , u 
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Us coordonnées du point de contact^ on a , comme nous l'avons 
vu, ► f 

a'uu' -f- n*w' se »7 rts*, 

ou 



La normale passant par le point de contact , son équation sera 
de la forme / * * 


u— = — t'y. 


et comme elle doit être, perpendiculaire à- la tangente, on 
aura (n° ai) , • * . 


n't' 

m*u 


■ cos + 


» 

n*u' — n*t' cos * 


n’t' mV cos * — nV * 

^ + cos* 


» .j 

et substituant cette valeur au beu de A' , on aura l'équation* 
de la normale. * 


68. Un cercle peut rencontrer l'ellipse en quatre points; si 
deux de ces points se réunissent en un seul , le cercle est tan- 
gent à la courbe ; et l’on voit que i’on exprimera cette cir-« 
constance , en faisant passer le cercle par le point dont les 
coordonnées sont x ' , y , éliminant entre l’équation du cer- 
cle et celle de la courbe , et exprimant que l’équation 
finale doit avoir deux racines égales. Mais comme l’équation 
du cercle renferme trois constantes , et que jusqu’à présent 
nous n’avons satisfait qu’à deux conditions, une des constantes 
reste encore arbitraire, c’est-à-dire qu’il y a une infinité de 
cercles qui touchent la courbe en un même point. Parmi tou» 
ces cercles, il en est un qui a un contact plus intime avec 
elle, et c’est celui que l’on obtiendra en imaginant >qt>e l’équa- . 
tioh finale ait trois racines égales, et partant que trois point» ■ 
se réunissent en un seul. On appelle ce cercle , cercle oscil- 
lateur , et son rayon, rayon de courbure ; il sert en effet à 
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mesurer la courbure de la courbe , puisque le cercle oscular 1 
teur est celui qui approche le plus de se confondre avec la 
courbe, et que par cohséquent la, courbure est d'autant plu* 
grande que ce rayon est plus petit. 

Cela posé , nommons p et q les coordonnées du centre du 
cercle , r son rayon , son équation sera (n° 57) 

*• * a * ■ 

C J — 9)* + (*—/>)?=*•• 

* 1 - • 

Si , en imitant ce qu’on a fait pour la tangente , on suppose 
y — y' Y, x -r- i*q*: X , ou y =»T +y , a: == X •+• x' , et 
que l’on substitue dans cette équation, elle devient 

• r* + A* + 9 (/ - q) Y + a (a/ - p j Xe= o . . (a) 

à cause de l’équation 

(/- q y + &- p y = r >, 

w ' . • ' 

qui exprime que le point dont les coordonnées sont x',y' est 
sur le cercle. 

La même substitution change, comme au n° 64 , l'équation 
de l’ellipse en 

a'Y* + b’X* ■+- îfa’/K + a b*x'X = 0 ( 4 ) 

* •**■».*. 

Si l’on multiplie l’é'quation (o) par a 1 , et qu’on en retranche 
l iquation (6) , 011 trouve • 

•* , . , ’ 1 i ‘ s 

(« J — b’-) X 1 — sa'-qY + 2(a a — b') x'X — ua'pX = o ; 
d’où 

_ (o 1 — ù a ) X 1 + a (a* — b 1 ) x’X — *a>Y 

t >T 20*0 

f • • * 
s 

SI 

Substituant cette valeur dans l’équation ( ’b ), développant et. 
ordonnant, après avoir fait pour abréger, — i 2 = c a , on 
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obtient 


cW+^x' X*+8 aVjx'y „Y=o 

— 4 a'c‘p — ia'c'pxf — 8 atpqy' 

+ 4 a*p* + 8 a>l>yx' ). (c) 

+4«**V 

-f-zfaVq/ 

le coefficient de x peut se mettre sous*ia forme 

4 * 

8a* 9 (c* x 1 y — a’/ry' -f b'qjf). 

Pour que l'équation (c) ait deux racines égales à zéro, il faut 
que le coefficient de X soit nul : or on peut l’anéantir de deux 
manières; la première, en supposant 9=0 ; la seconde, en 
faisant ' 

cV/ — a *pÿ + b*qx — 0. 


Mais la première hypothèse est inadmissible , car il ne suffit 
pas que les deux valeurs de X soient’ nulles , il faut que les 
valeurs correspondantes de Y le soient aussi. Or si l’on fait 
en même temps q — o et X = o dans la valeur de F, elle 
devient | ; substituant alors dans les équations (a) et (è) , 
elles se réduisent toutes deux à 

Y* + a/F = o , 

qui ne donne qu’une fois F=o. Il est<facile de voir au reste 
que l’hypothèse 9=0 place le centre du cercle sur le grand 
axe , et que l’équation (c) devient un quarré , de sorte que 
les deux autres racines sont encore égales. D’où l’on peut 
conclure que si une ellipse est coupée par un cercle dont le 
centre est sur le grand axe, les quatre points d'intersection g 
se trouveront sur deux droites perpendiculaires au grand axe. 

La seconde hypothèse donne entre p et 9 une équation qui 
est précisément celle de la normale menée au poin| dont les 
coordonnées sont x', y', et d’ailleurs il est évident que dans 
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ce cas , pour une même valeur de X, il n’y a qu’une valeur 
de Y qui satisfasse aux deux équations, et que cette valeur 
est Y — o, quand A'= o.-Douc cette seconde hypothèse est 
admissible ; et partant : 

Tout cercle dont le centre est placé sur la normale, et qui 
passe par le point où cette droite rencontre la courbe, est tan- 
gent à ce point , et réciproquement. 

Le coefficient de A?* peut se mettre sous la forme 

4 {(c*Jfc' - a'py + a'q (*•* + c*/)}. 

L'équation de la normale à laquelle satisfont , comme nous ve- 
nons de le voir , les coordonnées p et q , donne 


. ; » . b'qxl 

cV — a‘p = 3-; 


ainsi , en substituant cette valeur dans l’équation précédente 
, elle devient ; , 

À **«»(*/» ^*^ J ) j~ ti'c^qÿ 3 

yï* * 

ou, à cause de l'équation oV* + é a x' a = a’i% 

4 ■ yr ( bi 9 -H c*/ 5 )- 

Or , pour qu’il y ait trois racines égales à zéro , il faut que 
ce cbéfficient soit nul 1 , et tomme l’hypothèse q~ o yst in- 
admissible, on aura 


b*q 4. c y> = 0j 


ou 


b * 


Connaissant la valeur de q, on tirera celle de p de l’équation 
a'py’ — b'qx' = c*x'y ; ... 


en trouve 

t) 


rV , , cV 

p = ÿp (***-/ ) = 
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Il ne reste plus qu’à trouver le rayon r; or on a 

% = ?)* + (. X ' — PT> 

et d’après les valeurs de p , q, 
o*— c*.r'* 


I7Î 


x-p=- 




M + cV* . a*M+a*4»c*— A* c*j {* , a*— cV , 

*r-y= •/* 


donc 


. — c*x'*)* 

** • 

4a« — c*i") 3 

— ^ » 


et partant 


r = 




cc'6 


La valeur du rayon de courbure est d’autant plus petite 
et par conséquent la courbure d’autant plus grande, que 1 ab- 
scisse approche plus de a ; ainsi c’est aux sommets que la cour- 
bure de l’elbpse est la plus grande possible : on a pour ces 
poiuts 

V c* è* 

p = -, 9 = 0, r = -. 


Au contraire , c’est aux extrémités du petit axe que la cour- 
bure est la moindre , et l’on a pour lors 

c* a 1 

P = °, 9 — h-j-> r — y 

Il est aisé de voir que les centres des cercles osculateur» 
sont situés sur une certaine ligne courbe , dont on trouverait 
l’équation en éliminant x', y entre les valeurs de p , q et 
l’équation 
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elle est du sixième degré , mais l’examen de cette cothrMSs nôus 
détournerait trop de notre sujet. Nous nous contenterons de 
prévenir qu’elle rencontre le grand axe aux points b, b' (fig. 24 ), 

dont la distance au centre est — , et le petit axe aux points 

c “ 

c, c ' , dont la distance au centre est et qu’elle touche 

ces axes aux points de rencontre , en affectant la forme . . . . • 
bmcm! b' m" c m“ . - 

Dans le calcul différentiel, on prouve une propriété remar- 
quable de ces sortes de courbes, mais que nous ne pouvons 
exposer ici : cette propriété consiste «n ce que si l’on imagine 
un iil attaché au point c , et appliqué sur la partie brn"c de la 
courbe des centres, et sur la partie Db du grand axe, et que 
l’on développe ce fil de manière qu’il reste toujours tendu , 
l’extrémité mobile qui se trouvait d'abord au point B , décrira 
la partie BMC de l’ellipse. C'est de cette propriété générale 
pour toutes les courbes , que la courbe des centres a pris le 
nom de développée ; et dans ce cas, la courbe décrite se nomme 
développante. * . 

ë •% 

6g. Jusqu’à présent nous n’avons considéré que l’équafion 
P«»+ Çt* + |-o; 

mais l’équation 

Pu\- f Qt‘ -f- Rt = o ' 

appartient aussi à l’ellipse , quand P et Q sont.de même signe. 
Or nous savons que cette forme a lieu lorsque l’axe des t est 
un diamètre, et que l’axe .des u est tangent à la courbe à 
l’extrémité de ce diamètre, c’est-à-dire lorsqu'elle est parai- 
lèle'au diamètre conjugué ; R étant positif ou négatif, suivant 
que l’origine est à droite ou à gauche du centre. 

Il est clair que si l’équation de l'ellipse rapportée à deux 
1 diamètres conjugués, est 

m‘u/‘ -f- n*£* = mVi*, 
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on trouvera l’équation de cette courbe rapportée au diamètre 
qui sert d’axe des abscisses et à la tangente menée par une de 
ses extrémités , en substituant t + m ou t — ma la place de t, 
suivant que l’on voudra prendre pour origine l’une ou l'autre 
extrémité. On trouve, substitution faite , ’ 

JE» • * *v 

m~u -j- n 3 t~ ± a mri't — o : 


l’équation de l’eljipse rapportée au grand axe et à la tangente 

parallèle au petit axe , est donc • 

. _ » f 

a*y* -|- b , x % — -ob'x = o. 


Il est facile d’obtenir , relativement aux mêmes axes , les équa- 
tions de la tangente^ de la normale et du cercle osculateur , 
parce qu’il subit de substituer dans les équations que nous 
avons trouvées , x — a à la place de x , si l’on veut se borner 
au cas où l’origine est à gauche 'du centre. Nous ne nous ar- 
rêterons pas à ces transformations qui n’ofTrent aucune diffi- 
culté. 

• 

* 70. Nous avons vu que pour passer , de l’équation d’une 

courbe rapportée à des axes , à l’équation polaire , il fallait 
substituer pour x et pour y les valéurs 


,i x = p- f-scosp, y = q -f- z sin^, 

q et z étant l'angle et le rayon variables; p et q les coordon- 
nées du pôle. 

- Si nous introduisons ces valeurs dans l’équation de l’ellipse 
rapportée aux axes principaux , elle devient 


a* sin’ip z 1 -f- 2 a*q sin ç 
+ 6* cos'ip -f- ab*p cos <p 


z -f- a'q' ) 

+ àyii= o... (p) 

a‘b‘ ) • 


et pour le cercle, en faisant a = b, et observant que sin’^ 
+ cos-p = 1 , , 


■+■ a (q sin f -jf- p cos f) z -j- q* -f- p“ — a a = o : 


» 
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les deux valeurs de z donnent évidemment les deux rayons va- 
riables dirigés suivant la droite qui fait l'angle avec l'axe , 
et comme le produit des deux raciues d’une équation du second 
degré est égal au dernier terme , qui pour le cercle est q*-f- p* — a m , 
expression indépendante de l'angle , il s'ensuit que si par un 
même point situé sur le plan d'un cercle , on mène une droite 
quelconque , le produit des parties interceptées entre le point 
et la circonférence est constant. D’où résultent les propositions., 
connues en Géométrie , sur les sécantes et les cordes qui se 
conpent. 

En disposant des indéterminées p et q , nous pourrons sim- 
plifier l'équation (p). 

1*. On ne peut faire disparaître le coefficient de z, sans 
déterminer p , qu'en supposant à-la-fois p = o et q ~ o ; alors 
le pôle est au centre, et l'équation se réduit à 

a'b % * 


ou 


p* sin’ç -f- b 2 cos*ip * 
ab 

sin’f -(- b‘ cos 1 ?) * 


valeur du demi-diamètre qui fait avec le grand axe un angle 
Cette équation devient pour le cercle z = a, comme on de- 
vait s'y attendre. 

a°. Si l’on fait disparaître le dernier terme parla supposition 
«’</* -f- é*p* — a^b* = o , le pôle sera sur la circonférence de 
l’ellipse, et l'équation devient 

(a* sin a q -f- £* cos*f ) a* ■+■ a (a‘q sin p ■+■ b‘p cos f ) s = o , 

qui donne 2^0, quel que soit <p , et 

a (a*q sin » -f- b‘p c os q > ) 

a“ sm“^ -f- 6“ cos”^ 

On retombe par cette équation , et d’une manière très-simple. 
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sur la tangente trigonométrique de l'angle que fait avec le grand 
axe une droite tangente à la courbe. En effet, si le rayon 
vecteur est tangent , les deux valeurs de z sont nulles , ce qui 
exige qu’on ait 


ou 


a‘q sin p -f- b*p cos = o , 


tang p — — 


«V 


Pour le cercle , cette équation se simplifie beaucoup , elle est 


* =s — a (qsinÿ -\-p cos 9) ; 

et même , comme l’une des indéterminées p et q est arbitraire , 
on peut supposer que l'une d’elles soit nulle, q par exemple; 
alors le pôle est à l’extrémité d’un diamètre du cercle , p — rfc r , 
et l'équation se réduit à 

z = rp ar cos p ; 

pour un autre cercle de rayon /, mais qui aurait son centre 
sur la même droite que le premier, et passerait par le même 
point de leur commun diamètre , on aurait de même 

x' = rp 2/ cos$' , 


et si l’on suppose ç>' = ? , on tire de là 



d’où résulte cette proposition, que l’on démontre au reste 
avec facilité par la Géométrie : 

Si deux cercles se coupent , et que, par leur point de con- 
tact on mène une droite qui les coupe , les parties de cette 
droite , comprises entre le point de contact et les deux cir- 
conférences , sont proportionnelles aux rayons. 

3 °. Si l’on fait q — o, c’est-à-dire , si l’on*suppose le pôle 
sur le grand axe, et que l’on remplace sin’® par 1 — cos’ç, 
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l'equation (p) pourra se metlre sous la forme 

a’z* = (a ! — b 2 ) s*cos’^ — 2b 2 pz cosp -J- b 2 (a'—p‘). 

Au moyen de l'indéterminée p , on peut rendre le second 
membre un quarré parfait , en posant (alg.) 

à* (a* — b') (a’ — p a ) = i<p J , 
ou 

(a 1 — 6') (a 1 — p*) = ô*p* ; 

d’où l'on tire 

p* = a* — i* = c“ (n° G8) ; 

partant p = db c. 

L'équation devient alors , en observant que a 1 — ù* peut se 
remplacer par c“ et a’ — p* par 6* , 

a’s* = (es cos p — b 2 ) 2 , 

ou enfin 

az — ± (es cos if — b 2 ) ; 


d'où l’on tire , à cause du double signe , et supposant c positif, 

— b % \ b' 

z — , z = — ; . 

a — c cos ç û -f- c cos f 

Or comme c<a et cos ç <C 1 , la première valeur est toujours 
négative, quel que soit l’angle c, tandis que la seconde est 
toujours positive ; la première donne donc la partie de l'ellipse 
située au-dessous du grand axe , la seconde la partie située 
au-dessus. 

§ En prenant c négatif, ces valeurs deviennent 

t > = r > = bl 

a -J- c cos $" a — c cos ç r ‘ 

dont la première est aussi toujours négative, et la seconde 
toujours positive. * 

Ces équations ont l’avantage de donner rationnellement le 
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rayon variable en fonction de l’angle , et l’angle en fonction 
du rayon variable. Mais on en déduit facilement une propriété 
.tres-remarquable de l’ellipse ; nous conviendrons, avant tout 
d appeler pôle positif celui*dont l’abscisse est positive , et pôle 
négotif celui dont l’abscisse est négative. 

Si nous rapportons un même point M (fig. a 5) de la courba 
a chacun des deux pôles, on aura pour ce point 


Z — - 2, 

* a -J- c cofl <p 9 a— c cos/ ’ 

• 

Z > z ' étant ,es ra y° ns variables FM, FM, et <p, f les angles qu’il, 
ront' respectivement avec le grand axe. On exprimera que ces 
équations donnent le même point M en écrivant la condition 
(Trig, n° 38) , , 

z’ cos$' — zcosç = ac, 

pourvu que 1 on fasse attention que cos MFF — — cos MFB 
~ cos ?. Or les équations précédentes donnent 

I 

az -f cz cos ç>~b', 

,, . az' cz' c.osf' =z b‘ , 

à où * . 

a(z-t-z') — c(*' cosç' — zcos$)r= 2 b' : 


substituant ?.c à la place des' cos <p ' — z cos ç , et divisant par a , 

z t z — - — ■ — aa. 


donc : la somme des rayons variables menés d’un point ijuei- 
conq U e aux deux pôles situés sur te grand axe, de côté et 
d'autre, à une distance V/(a a — b a ) du centre , est constante 
et égale au grand axe. 

Ces pôles remarquables s’appellent foyers de l’ellipse, et les 
^rayons variables rayons vecteurs . Il est facile de déterminer 
géométriquement les foyers, en décrivant avec je demi-grand 
axe comme jprayon , et de l’extrémité du petit axe connu» 
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centre, un arc de cercle qui coupera le grand axe en deux 
points qui seront évidemment les foyers. 

Si l’on veut avoir les rayons vecteurs en fonction de l’ab- * 
scisse, comme on az cos p = x — p — x — c , l’équation 

az -f- cz cos <p = i* 


donne 


az -f- ex — c* = b % , 


ou 


pour le foyer positif, et 


, ex 

z — a -\ 

a 


pour le foyer négatif ; ces expressions conduisent encore au 
théorème précédent. 

Si dans l’équation 

_ _ , * 

a — — , 

a -f- c co s tp 

b * 

on suppose l’angle p droit , on a cos y — o et z = — , c’est 
> a 
l’ordonnée qui correspond au foyer; on voit qu’elle est ra- 
tionnelle , et troisième proportionnelle au demi-grand axe et 
au demi-petit axe. Le double de cette quantité est ce qu’on 
appelle le paramètre de l’ellipse. ' 


71. La propriété des foyeîl donne un moyen de construire 
l’ellipse par points. E11 effet, si l’on prend une partie quel- 
conque du grand axe , et que de l’un des foyers comme centre , 
et avec un rayon égal à cette partie on décrive un arc de 
cercle ; que de l’autre foyer avec l’autre partie du grand axe , 
on décrive un nouvel arc de cercle , il coupera le premier en 
deux points qui appartiendront à l’ellipse. Si l’on double l’opé- • 
ration en échangeant entre eux les centres et les .rayons, on 
déterminera quatre points avec les deux mêmes ouvertures d« 
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* 

compas. En prenant ensuite une autre partie du grand axe , 
on pourra encore déterminer quatre points , et ainsi de suite. 

La même propriété donne aussi un moyen de décrire l’el- 
lipse par un mouvement continu ; en effet si l'on attache aux 
deux foyers les extrémités d'un fil , dont la longueur soit égale 
au grand axe , et que l’on fasse glisser un style sur ce Cl , de 
manière à ce qu’il soit toujours tendu , la courbe sera décrite , 
quand le style aura achevé sa révolution. 

72. Nous avons vu (n° 87) que la normale, à un point de 
l’ellipse dont les coordonnées sont a/, ÿ , rencontre le grand 
axe à une distance du centra 


— b* , c\r’ 

a 1 X a * 


il est aisé de voir que cette distance est toujours plus petite 
que c , puisqu’on a ex' < a*. Ainsi les normales viennent toute* 
rencontrer le grand axe entre les deux foyers, c’est-à-dire 
entre les points F et F*, et même dans un intervalle plus petit 

que FF' , puisque la plus grande valeur de — — a lieu lor*- 

• c? 

que xf — a, et devient — , comme on peut le conclure aussi 

de ce que nous avons vu (n° 68). 

Si l’on cherche les distances FN , F'A r (fig. 2 5 ) , on trouve, 
en faisant abstraction du signe , 

« v =ï(— £ ~)> 

PA '=5(“ + £ f> 

Or a , a -I sont les valeurs de FM et F'M res- 

a a 

pectivement ; donc les distances du pied de la normale aux 
foyers sont proportionnelles aux rayons vecteurs menes au point 
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de contact, et partant (Géom.) l'angle FMF'jivmff par les 
rayons vecteurs , est coupe en deux parties égales par la nor- 
male. D’où l’on peut encore conclure que le supplément de 
cet angle , c’est-à-dire l’angle formé par un rayon vecteur 
et par le prolongement de l'antre , est coupé en deux parties 
égales par la tangente , ou enfin , que les angles formes par la 
tangente et par les rayons vecteurs menés au point de contact , 
sont égaux entre eux. 

On serait parvenu au même résultat , en calculant les dis- 
tances FT et F'T \ car la proposition que l'on démontre eu 
Géométrie pour la droite qui coupe en deux parties égales uu 
angle d'un triangle , a lieu aussi pour celle qui coupe le sup- 
plément en deux parties égales. 

Au reste, si l'on ne veut pas se servir de la proposition- do 
géométrie sur laquelle nous nous sommes appuyés, on peut cal- 
culer les tangentes trigonométriquesdesangles FMN, F' MA-, on 
les trouvera égales au signe près. On trouverait la même chose 
pour les angles FMT , F* MT. t 

j3. Cette propriété de l'ellipse fournit un moyen très-simple 
de mener une tangente à l’ellipse par un point donné soit sur 
la courbe , soit au dehors. 

t°. Soit le point M (Gg. aS) donné sur la courbe. On mènera 
les rayons vecteurs FM , F' XI-, on prolongera l'un d'eux F M, 
par exemple , d'une quantité Mf égalé a l'autre , on joindra 
f'F\ la perpendiculaire abaissee du point M sur la droit ef'F 
sera la tangente cherchée. 

a°. Soit le point A donné hors de la courbe; tout se rédui- 
rait encore à déterminer la droite Ff sur laquelle la tangente 
est perpendiculaire. Cette droite passe par le foyer F, ainsi 
il ne resterait qu’à trouver le point f . Or F'f est la somme • 
des rayons vecteur? , c’est-à-dire le grand axe ; d’ailleurs le 
point A doit être également éloigné du point F et du point f , . 
et la distance FA est connue. Donc si du foyer F' on décrit i 
une circonférence avec un rayon égal au grand axe ; que dti 
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point donné on décrive avec la distance de ce point à l’antre 
foyer une seconde circonférence qui coupc la première en 
deux points f, J*, et que l’on joigne chacun de ces points 
et le foyer F par les droites Ff , Ff, les perpendiculaires 
Nn , AV abaissées du point A’ sur ces droites , seront tan- 
gentes à l’ellipse. 

Si l'on suppose l’ellipse tracée , on voit encore que les droite* 
F'f', F' f détermineront les points de contact par leurs in- 
tersections avec la courbe. Mais le grand avantage de cette 
méthode est de ne pas exiger que la courbe soit décrite; on 
voit même que l’intersection de la droite A’n et de la droite 
F'f , déterminant encore le point de contact, on pourrait 
si l’on voulait , employer cette méthode pour construire l’el- 
lipse par points. , 

7 4- On sait en physique , qu’un corp>s élastique qui vient frap- 
per un plan dans une direction oblique , se réfléchit en faisant 
l'angle de réflexion égal à l'angle d’incidence. De quelque ma- 
nière que l’on considère la lumière et la chaleur , on sait que 
les rayons lumineux ou calorifiques jouissent de la même pro- 
priété. Ainsi , si nous supposons qu’un corps ou uu rayon ca- 
pable detre réfléchi parte de l'un des foyers de l'ellipse, et 
vienne frapper un des points de sa circonférence, il sera dans 
Je même cas que s’il rencontrait la tangente menée à ce point, 
et ira par conséquent se réfléchir à l'autre foyer ; et si l’un 
des foyers est le centre d’uu faisceau de rayons lumineux ou 
calorifiques, tous ceux qui iront frapper la circonférence de 
l’ellipse se réuniront à l'autre foyer. C’est de cette belle pro- 
priété que les foyers ont tiré leur nom. On en a profité pour 
en faire des applications aux arts, sous le rapport de l’utilité . 
et sous le rapport de l'agrément; 

Du genre des Hyperboles . 

fb. Pour le genre des hyperboles , on a G > o ; A peut être 
indifféremment positif ou négatif ; mais P et Q étant néceie- 
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sairement de signe contraire, l’équation ne peut prendre que 
l'une des formes 

p u >- Qf + ^-o, 

Qt x — Pu' + -^—o, 


si A est positif ; et si l’on suppose A négatif , ces formes ren- 
trent mutuellement l’une dans l’autre. Donc tout se réduit à 
considérer les deux formes d'équations précédentes. Mais il 
est encore aisé de voir que tout ce que l’on dira de la pre- 
mière , pourra se dire également de la seconde , pourvu que 
l'on renverse les axes , en prenant l’axe des ordonnées pour 
axe des abscisses, et réciproquement : de sorte que les deux 
équations appartiennent à une courbe de même nature, mais 
dans une situation différente par rapport aux axes. Nous nous 
bornerons par conséquent à l’examen de l’équation 

Pu*— ÇC-f £=o, 
qui, en faisant — ■ = S, devient 


On en tire 


Pu * — Qt' = — S. 

-I 

“ K P 


g 

et faisant t = o, il en résulte u = dt {/— — , expression 

imaginaire , puisque P et A sont positifs ; donc la courbe ne ren- 
contre pas l’axe des ordonnées. On voit même que tant que l'on 

prendra Çt* < S , ou (< ^ , soit positivement , soit 

négativement, l’ordonnée sera toujours imaginaire, et que la 
courbe ne commencera qu’aux points B et B' (fig. 27) , pour 

lesquels on aura t — i: A ces points , l'ordonné* 
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correspondante est nulle • et comme on a u a = o, il s’ensuit 
que les droites bBb ' , b" B' b" menées parallèlement à l'axe des 
ordonnées par les points B , B' , sont tangentes à la courbe ; 
ainsi dans tout l’intervalle compris entre ces, deux parallèles, 
il n’y a pas de courbe : mais si l’on prend une abscisse posi- 
tive ou négative plus grande que AB , l’ordonnée sera réelle , 
et aura deux valeurs égales et de signe contraire -, et commo 
rien ne limite ]a grandeur de l’abscisse , ni par conséquent 
celle de l’ordonnée , il s’ensuit que la courbe s’étend à l'infini 
en s’écartant de l’axe des abscisses , tant en dessus qu’en 
dessous. 

Donc enfin la courbe est composée de deux parties abso- , 
lument séparées qui se présentent leur convexité, et.chacune 
de ces parties est formée de deux branches qui s’étendent 
l’une et l'autre à l'infini. 

On voit qu’il n’y a jamais qu’un des diamètres conjugués 
qui puisse sencontrer Y hyperbole. 

76. Il est extrêmement facile de, s’assurer que l’hyperbole 
jouit aussi de la propriété que nous avons reconnue pour l’el- 
lipse (n° 53 ) ; ainsi les deux théorèmes auxquels elle conduit 
auront lieu également , savoir : 

t°. Si par un même point de l'hyperbole on mène deux cordes 
parallèles à deux diamètres conjugués, la droite qui joindra 
les extrémités de ces cordes sera un diamètre. 

a°. Si par les extrémités d'un diamètre on mène deux cordes 
à un même point de la circonférence de l'hyperbole, les droites 
menées par le centre parallèlement à ces cordes , seront des dia- 
mètres conjugués. 


77. La moitié du diamètre qui rencontre la courbe ’eÿ 
, que nous représenterons par m , et faisant par ana~ 


logiej/ £=«, 


S 



t 
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et pour l'équation de la courbe 

nv'u 1 — n’t* = — m’n* , 

qui ne dHIere de celle de l'ellipse que parce que n 5 est pria 
négativement. 

Les relations entre P et Q deviennent , en y faisant Q 
négatif, 

4 PQ = G sin** , P — Q r= {A -f- C) sin*+ ; 
d'où l’on tire , comme au n® 54 , 


4 mn sin + : 


y/Z' 4m 4,1 — G 

» 

Ainsi , en regardant ara comme la longueur du diamètre con- 
jugué au diamètre am, on aura ces deux propositions ana- 
logues à celles que nous avons trouvées pour l'ellipse. 

t°. L’aire du parallélogramme construit sur deux diamètres 
conjugués quelconques est constante. 

a®. La différence des quarrcs de deux diamètres conjugués 
quelconques est constante. 

„ T- M • » • % ^ m. , 

78. Si l’angle * est droit, les diamètres conjugués prennent 

le nom d'ares principaux. Celui des deux qui rencontre l’hy- 
perbole s’appelle premier axe , et l’autre second axe. Les points 
B, B‘ (Gg. 28) où le premier axe rencontre la courbe sont les 
sommets. 

Il est évident que chacun des axes principaux divise la courbe 
en deux parties parfaitement égales. 

On peut voir, comme pour l’ellipse, que ces deux axes 
sont généralement inégaux , car, en les désignant par a et b , 
ils sont donné» par les équations 


ab : 


— q ■ p- 4( / *+& S 

— y/G‘ G. 
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et si l’on y suppose a = b , 

aS 4 M + QS. 

i/G ’ G . ’ 

et comme 5 ne peut être égale à zéro, la seconde équation 
exige qu’on ait -f- 6' = o, ou = — C. 

L équation de l'hyperbole rapportée aux axes principaux , 
en prenant le premier pour axe des abscisses , et le second 
pour axe des ordonnées , est donc 

aly 1 — b‘x* = — a a 6 a . 

Mais nous venons de voir que les axes étaient égaux quand 
on a dans l’équation générale A -f- C= o , l’équation précé- 
dente devient, dans ce cas, 

_y a — x 3 = — • a 3 , 

et appartient à une espèce particulière d’hyperbole , nommée 
hyperbole équilalèrc. Cette courbe tient parmi les hyperboles 
le rang que le cercle tient parmi les ellipses. 

Si l'on fait A+ C = o dans les équations du n° 76, on 
trouve m‘ = n*, et partant m = n ; ainsi pour l' hyperbole équi- 
latère , dans un meme système , les diamètres conjugués sont 
égaux. Mais ici on n’a pas sin +=1 , ni par conséquent 
m — a. • 

79. L’équation 

o’_y s — — — a?b % 

donne 

b * 

y* = -, 

d’où l’on déduit facilement , comme pour l’ellipse , que les 
quarrès des ordonnées sont entre eux comme lés produits des 
scgmens correspondons du premier axe. Mais cette proposition 
na plus lieu poflr le second axe. 
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Ea mettant l’équation précédente sous la forme 

y ** 

x“ — a* a 1 * 

on peut encore , comme nous l’avons fait observer pour l’eî- * 
lipse , dire que le rapport du quarré de l’ordonnée au produit 
des segmens correspondons est constant , et égal au rapport des 
quarré s des axes. 

Pour l’hyperbole équilatère , ce rapport est l'unité ; donc 
la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque de la cir- 
conférence sur le premier axe est , comme pour le cercle, 
moyenne proportionnelle , entre les distances du pied de la per- 
pendiculaire aux extrémités de l’axe. 

On reconnaîtrait de même que , si l on construit sur le même 
premier axe une hyperbole ordinaire et une hyperbole équi- 
latère, les ordonnées de la première sont aux ordonnées de la 
seconde comme te second axe est au premier. 

Cette propriété fournirait pour la description de l’hyper- 
bole ordinaire les mêmes ressources que son analogue a four- 
nies pour 1 ellipse , si l’on pouvait décrire l’hyperbole équila- 
tère aussi facilement que le cercle. 

_ 8°- Pour passer de l’équation aux axes principaux à l’équa- 
« tion aux diamètres conjugués et réciproquement, on aura les 
relations 

m a — .n* = û*— b 1 , mn sin * = ab , 
tang + = tang (fi — a), a‘ tanga tang/3 — è’ — 0j 

que l’on obtiendra directement de la même manière que celle» 
du n° Go, on que l’on pourrait déduire de celles-là, en chan- 
geant b 1 en — i» et n % en — n* , puisque c’est la seule diffé- 
rence quil y ait entre les équations de l’ellipse et de l’hy- 
perbole. 



A LA GÉOMÉTRIE. 


On aurait aussi 


m‘ = 


a? sui'a — é a cos“a ' 


n* = 


o* sin */3 — b‘ co» a / 3 " 


>89 


Nous ne nous occuperons pas des problèmes qui peuvent se 
présenter à résoudre , parce qu'ils n’of%iront aucune dilficulté 
après ce qui a été dit pour l’ellipse sur le même sujet. Nous 
observerons seulement que les diamètres conjugués ne peuvent 
être égaux que dan» l'hyperbole équilatère , puisque la sup- 
position m* ss n % exige qu’on ait o* =1 6 a . 

Dans ce cas , la quatrième équation donne 

• 1 

tang « tang (3 = 1 , ou tang |3 = ; 

tang a 

d’où l’on peut conclure que les angles et et £ , pris ensemble , 
font un angle droit ; mais comme les tangentes sont de même 
signe, il ne s’ensuit pas que les diamètres se coupent à angle 
droit. L’angle que fait un des diamètres avec le premier axe est 
donc égal à celui que son conjugué fait avecle second axe ; 
et partant , la droite qui coupe en deux parties égales l’angle 
des axes principaux , coupe aussi en deux parties égalés l’angle, 
de deux diamètres conjugués quelconques. 


81. Puisque la tangente est parallèle au conjugué du dia- 
mètre qui passe par le point de contact, on pourra aussi me- 
ner une tangente à un point donné de l'hyperbole par la même 
construction que pour l’ellipse , si l’on suppose la courbe dé- 
crite : mais la même propriété conduit aussi à l'équation de 
la tangente ; on y parvient en appliquant à l’hyperbole les 
raisonnemens dan' 6a, ou, plus simplement, en remplaçant 
t a par — é* dans l’équation de la tangente à l’ellipse. 

La tangente à un point de l’hyperbole dont les coordonnées 
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sont x' et _y' aura donc pour équation 

• b*x' 


ou 


a?yy' — b’xx' = — a’é*. 


Si l’on suppose^ — o , on trouve , en désignant par x l la va- 
leur qui résulte pour x, 


o* 

x' 


distance du centre au point où la tangente rencontre le pre- 
mier axe. Cette expression est Facile à construire , quoique 
le procédé ne puisse être le même que pour l’ellipse , parce 
qu’ici x' > a. Mais si M (fig. aq) est le point donné , du 
centre A avec la moitié du premier axe domme rayon , on 
décrira une circonférence ; sur l’abscisse AP comme diamètre , 
on décrira une seconde circonférence qui coupera la première 
en deux points N , A'; on joindra M', et le point T où cette 
droite rencontre le premier axe est le point cherché , comme 
il est facile de le démontrer. 

La valeur de x * étant indépendante de b , on voit que si 
l’on imagine une suite d’hyperboles construites sur le même 
premier axe , les tangentes menées à ces différentes courbes , 
par des points correspondans à la même abscisse , viendront 
rencontrer l’axe au même point. On aurait donc , pour mener 
une tangente à l’hyperbole , une méthode analogue à celle que 
nous avons donnée pour l’ellipse (n° 63 ), sans la difficulté 
que nous avons déjà reconnue en pareille occasion (n° 79) . 

On trouvera pour la soutangente 



qui sera négative quand x' est positive. 

Au reste, pour l’hyperbole équilatère, l’équation de la tan- 

« 
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gente devient 

y—ÿ-y( x —^> 

OU 

yÿ — xx' = — a\ 


Or . , . 

8a." La valenr de AT = x“ = — étant toujours comprise 

X 

entre o et a fait voir que le pied T de la tangente est toujours 
situé entre le centre A et les sommets D , R' \ plus la valeur de 
l’abscisse x augmentera , plus le point T se rapprochera du 
centre, sans jamais pouvoir se confondre avec lui, à moins que 
l’on ne suppose d infini ; ainsi la tangente qui passe par le 
centre ne rencontre la courbe qu’à l’infini. D’ailleurs l’angle 
que fait la tangente avec le premier axe , a pour tangente tri- 
gonométrique 


b\rf 


«y 


' a a”) 




qui se réduit à ±-, quand a/ est infinie. Ainsi il y a deux ■ 

droites SAS 1 , S" AS (fig. 3o) qui jouissent de cette propriété, 
et leur équation est 



il est facile de reconnaître dans ces deux droites , celles que 
nous avons nommées asymptotes (chap. I , n°’ 34 et suiv.) -, et 
d’ailleurs si l’on applique directement à l’hyperbole mise sous 
la forme 

— b*x x -f- a’i* = o , 


la transformation du n # 34 , on aura 



* 


- • . : 


iij a . APPLICATION DÇ L’ALGÈBRE 
qui approche d’autant plus de se réduire à 



que l’abscisse x est plus grande ; or cette équation donne 



équation des asymptotes , et qui est identique avec celles des 
tangentes qui passent par le centre. 

Cette équation fait voir évidemment que les asymptotes sont 
parallèles aux lignes B'C, BC qui joignent les extrémitésdu pre- 
mier axeà celle du second , ou qu'elles sont les diagonales du rec- 
tangle construit sur les axes. On voit aussi que , pour l’hyperbole 
équilatère, les asymptotes font aveo le premier axe un angle 

de 5o° (nouv. div.), puisque ““ 1 > et par conséquent quelles 

sont perpendiculaires entre elles. Nous reviendrons bientôt à 
pes lignes remarquables qui jouissent de plusieurs propriétés 
importantes , ne voulant’ pas interrompre l’ordre de nos re- 
cherches. 

83. 'Tout ce qui a été exposé à l'égard de l’ellipse sur la 
manière de parvenir directement ^ l’équation de la tangente, 
et sur le cas où la tangente doit passer par un point donné 
hors de la courbe , aura également lieu p»ur l’hyperbole , en 
changeant en — é 3 , et n* en — n*. Il fant seulement faire 
attention que la comparaison qui a été faite (n° 65 i°) de l’el- 
lipse aux cercles décrits sur le grand axe et sur le petit axe, 
devrait etre faite de l’hyperbole ordinaire aux hyperboles équi- 
latères construites sur les -deux axes; ainsi on rencontrerait 
encore la difficulté de tracer l’hyperbole équilatère. 

Mais on se convaincra aisément que si p est < a , la dis- 
tance — pourra être regardée comme la distance du centre au 
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pied de la tangente , pour un cercle décrit sur le premier axe ; 
ainsi si l’on décrit ce cercle , et qu'au point où l’ordonnée q 
on son prolongement rencontre sa circonférence, on mène une 
tangente , cette tangente rencontrera le grand axe au point 
■ ' . a % 
cherché. Si au contraire p est plus grand que a , — pourra être 

considérée comme la distance du centre au pied de la tan- 
gente menée au point de l’hyperbole qui correspond à l'ab- 
scisse p. Ainsi, en menant cette tangente , son pied sera pré- 
cisément le point cherché. 

Pour le point de rencontre avec le second axe , la distance 

— — b a . » » » 

est ; et comme q peut toujours être l'ordonnée d’un cer- 

tain point de l’hyperbole , en menant une tangente à ce point , 
la distance du centre au point où elle rencontrera le second 

è* . , . 

axe sera précisément — — ; ainsi l’on aura le second point 

cherché, et la corde qui joint les points de contact sera dé- 
terminée. 

Quant ao théorème que nous avons déduit de la seconde 
remarque , il a lieu pour l’hyperbole absolument de la même 
manière et d’après les mêmes considérations. 

Si l’on cherche , en imitant ce qui a été fait (u* 66) , à 
déterminer si la courbe tourne sa concavité ou sa convexité 
vers les axes , on trouvera sans peine que chaque partie tourne 
sa concavité au premier axe, et sa convexité au second. 

84- En exprimant que la normale passe par le point de 
contact et qu’elle est perpendiculaire à la tangente , on trou- 
vera pour son équation 

+ 

ou, réduction faite, 

a*/* -f- b’x'y = (a* -f- &*) *y ; 

i3 





i 


N 


194 APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

en y faisant y = o , on a . ■ 

f.,1 (<T* + ^)X 

x — ? •* 

. 

pour l'abscisse du point où la normale rencontre le premier 
axe. 

Cette valeur se simplifie beaucoup pour l'hyperbole équi- 
latère , car elle devient x" = ax' , ce qui donne un moyen bien 
simple de mener une normale, et par conséquent une tangente 
à un point donné de 1'byperbole équilatère. Il est encore aisé 
de conclure que la normale est égale au diamètre qui passe , 
par le point de contact. 

La sounormale est en général (fig.3i) 



et pour l'hyperbole équilatère, PN = x' , qui ne diffère que 
par le signe de celle du cercle. 


85. Quant à la recherche du cercle oscillateur et du rayon 
de courbure, comme il suffirait de changer dans les calculs 
b‘ en — b‘‘ , nous nous contenterons de faire ce changement 
dans le résultat , et nous aurons , pour les coordonnées du centre 
du cercle, oscillateur, , 



et pour le rayon de courbure , 

(cV*-a<y 
r ~ ~iïb *, 

e V ** 

expressions dans lesquelles on a c“ = o a -f- £*. 

Comme l’abscisse x' peut croître indéfiniment, on voit que 
le rayon de courbure croît en même temps , que par consé- 
quent la courbure diminue à mesure que l’on s’éloigne du 
sommet , et que l’hyperbole tend à dégénérer en ligue droite. 
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En éliminant xf et y' de l’équation a*y* — b'x' =r — a’b m , 
à l'aide des valeur* de p et de q , on trouvera la courbe des 
centres qui sera la développée de l’hyperbole, et dont cette 
dernière sera la développante. ' 

86. Nous avons vu (n°* 36 et 4g) que l’équation de l’hyper- 
bole rapportée aux asymptotes , était de la forme 

ut — M ; 

> • v . • ' *- 

et ai l'on compare l’équation générale à l’équation aux axes 
principaux 

cfy* — 6*x* = a“6*, 
on trouvera que l’équation 




se réduit à 


ut~zh 




Mais sans recourir à ce qui précède , et sans supposer sur 
les asymptotes d’autres notions que celles que nous avons ac- 
quises n° 8a , nbus pouvons trouver l’équation de l’hyperbole 
rapportée aux asymptotes. En effet, si nous prenons pour 
axe des abscisses l’asymptote S’AS" (Gg. 3o) , et l’autre pour 
axe des ordonnées , on passera de l’équation aux axes à celle 
que l’on cherche, en faisant dans la première, 

x = t cos et -j- u cos /3 , 
y — t sin et -1- u sin $ : 

h ' b * 

or on a tang <t = — -, tang/S = - ; donc » 


sur <t : 


sin £ = 


— b 


!/(«*+ **)' 
, b 

!/(«*+ 


cos * = 


cos P = 


a 


*■)* 


Y> 


l 

V 


* 


\ 
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ce qui change les valeurs de x- et de y en 

a (u + f) b ( u — t ) _ 

V(.a‘+6 , )‘ y ~ VW + bt Ÿ 

« l 

ces valeurs substituées dans l’équation 

a y — Px* — — a' b' , 

donnent 

a*A*(u — t — u -f- I) = — (tf* •+■ 6’) , 


ou , réduction faite ; 

4 ut = a* + è“ , 

nous aurions trouvé 


4 ut = — a* — b‘, 


si nous eussions regardé cos te comme négatif, et sin te comme 
positif; on expliquera facilement ce changement de signe , en 
observant qu’alors l'angle te étant l'angle BAS", au lieu de 
l’angle négatif BAS , les abscisses positives auraient dù être 
portées de A vers S“ , au lieu de l'étre de A vers S. Ainsi 
nous ne considérerons que la première de ces deux équations. 


En faisant 


a* 4- A» 


: /)* , elle devient 
ut =z%* : 


il est aisé de voir qu’au sommet on a u=t ; cette vérité résulte, 
ou de ^inspection de la figure , ou de la relatiou 

6 0 — 0 
3 w+h* 

qui donne u — t = o quand on ay — o. Il en résulte U = t=A. 

87. L’airedu parallélogramme construit sur une abscisse quel- 
conque t et l’ordonnée correspondante u a pour expression 

ut sin SAS : 


or tin SAS z=»iaaSAB=aMn SAB coiSAB=&iaf!co*l 3 ; donc 

a nb 


sin S AS = 
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D'ailleurs par l’équation on a 

a*+ b* 




donc 


ut = 


ut tin SAS — — . 

a 


Ainsi l’aire du parallélogramme APMM ' est coustante, et égale 
à la moitié du rectangle construit sur les demi-axes. 

Sans calculer sin SAS", on voit que l'expression ut sin SAS * 
est constante, ce qui suffit pour démontrer la première partie 
de la proposition : Or il eit aisé de se convaincre que le lo- 
sange AmBm a la moitié du premier axe pour une de ses 
diagonales, et la moitié du second axe pour l’autre, et comme ces 
diagonales sont perpendiculaires entre elles, l’aire de ce lozange 

ab 

est — . 


88. En désignant l’angle SAS' par , nous avons trouvé 
dans le n° précédent, 

a ab 


on a d’ailleurs 
on en déduit 
et partant 


sin. *' = 


a*+ 6*’ 


h* sin +' r= — , 
a 


i* -f- i>* = 4$ > ci = a h’ sin +' ; 


équations qui feront connaître les axes quand on aura l’équa- . 
tion aux asymptotes, et l’angle que ces lignes font entre elles. 
Quant à la direction des axes, elle est déterminé^, puisque 
le premier axe coupe en deux parties égales l’angle des asymp- 
totes. Ainsi l’équation de l’hyperbole rapportée aux asymp- 
totes étant donnée, on pourra en déduire sur-le-champ l’équation 

j 3* 
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aux axes principaux , puisque les équations précédentes 
donnent 

» 

(a— A)* = 4 A‘( 1 — sin+'J^sSA’ sin*i , 

(a -f b)* ~ 4 h' (i -f- sin*') = 8A* cas'j — *'^ , 


Mais on obtiendrait un résultat bien plus simple, en oh- 


servant qu’on a 
d’oii 

tang ^r=r tan g — = - • 
2 a 

A 

b ~ a tang — . 

Substituant cette 

valeur dans l’équation a* -f- A*=4 ^ 4 > il vient 


(/ + tang* - j a* = 4A* ; 

d’où 

2A *' 

a = -, =:2fl cos — , 

y r ' 

sec — 
a 

et partant, 



b = aA sin — ; 

a 


re qu’on aurait trouvé d’ailleurs , |n considérant que le triangle 
AUb est rectangle, et que ses trois côtés sont a, b, et ah. 
La construction est trop évidente pour que nous nous y ar- 
rêtions. ).$(*' • : ’ 

89. Si jjpn xherche l’équation de la tangente rapportée aux 
asymptotes , elle devra être de la forme 

■J &* % , - j- , 0 ' 

u — u — A (t — t ) ; . 
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en faisant u — u' = l/J, t — i ■=. T, on en tire u-=U -{-u' , 
t=T-f- t' ; substituant ces valeurs dans l'équation 


ut = A* , 

elle devient 

UT+ l'U+u'T + u'i = h\ 

ou ,• comme u't' = h * , 

UT iU + u’T = 9 : » •••:. - • 

or on a V =r AT , et par conséquent , en substituant cet ta 
valeur de U , 

AT + (At' + u') T = o. 

Pour que la droite soit tangente, c'est-à-dire, pour que les' 
deux valeurs de T soient nulles , on doit avoir * 


Ai -f- u' = o , ou A =2 — y ; 


ainsi l’équation de la tangente est 


u — u 


■< fqÿ ' < 

7 (t-O, ^ 


et , réduction faite , 


ut' -f- u't — a u'i = 2 h 1 - 

■ 

Si l’on fait u = o, on trouve test' -, donc la distance AT 
(fig. 3 e) du centre au point où la tangente rencontre l'asyrap- 
4ot e AS" , est double de l’abscisse AP. On verrait de même 
que AT' est double de l’ordonnée MP. 

La soutangente PT est par conséquent égale à l’abscisse. 
Cette propriété fournit évidemment un moyen facile de 
mener une tangente à un point donné de l'hyperbole, lors- 
que les asymptotes sont données. 

Elle prouve encore que ta tangente TT' est coupée en deux 
parties égales au point de contait. 
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D’ailleurs i° si l’on mène une droite quelconque parallèle 
à la tangente , qui rencontre l’hyperbole au* points p. , {/, 
et les asymptotes aux points v , /, le diamètre AM, mené au 
point de contact , doit couper en deux parties égales toute» 
le» cordes parallèles à la tangente ; ainsi il coupe pp en deux 
parties égales : mai» comme il passe par le milieu de la tan- 
gente, il coupera aussi la droite <v' eu deux parties égales; donc 
on a nécessairement p = p'/ ; et comme une droite quel- 
conque étant donnée, on peut toujours concevoir une tangente 
qui lui soit parallèle , on doit conclure en général que : 

Si une droite quelconque coupe l’hyperbole et ses asymptotes , 
les parties de cette droite comprises entïe les asymptotes et la 
courbe , sont égale, entre elles. 

Cette seconde propriété fournit un moyen extrêmement simple 
de construire une hyperbole, lorsque l’on connait les asymptotes 
et un de ses points. Par le point donné , on mènera é volonté 
tant de droites qu'on voudra; et prenant les distances du point 
donné au point où l'une de ces droites rencontre une des 
asymptotes, on la portera sur la même droite, en partant du 
point où elle rencontre l'autre asymptote; on aura un second 
point de la courbe; opérant de même sur chacune des droites , 
on déterminera autant de points que l'on voudra. On peut 
rendre l’exécution plus simple , en né menant pas par le point 
donné toutes les droites dont on se sert, et employant à la cons- 
truction quelques-uns de ceux que l’on vient de trouver. j 

a”. On voit encore que Taire du triangle que détertiiinent la 

, t . 4u't' sin*' 

tangente et les asymptotes, a pour expression — abf 

\ 2 * 

donc [aire du triangle formé par les asymptotes et la tangente, 
est égale à I aire du rectangle formé sur les demi-axes. 

Or si l’on fait le demi-diamètre AM = m , la demi-tan- 
gente Ml’ — T , l'angle que ces deux lignes font entre elles 
est le même que celui des diamètres conjugués , que nous dé- 
signerons par te triangle formé par la demi-diamètre et 
la demi-tangente est moitié au triangle précédent, et son arfte 
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mTàa+f , 
; on a donc 


aot 


mT sin+ = ah ; 

• ' « • « 

et partant (n° So) , T est la moitié du conjugué dn diamètre 
qui passe par te point de contact. Donc : étant donné un dia - • 
mètre qui rencontre la courbe , ois trouvera la longueur de son 
conjugué , en menant une tangente à l’une des extrémités de 
ce diamètre , et prenant la partie de la tangente interceptée par 
les asymptotes. 

a 

90. Si au lieu de prendre pour axes les deux asymptotes, 
on n’en prenait qu’une , par exemple , l’asymptote S'AS? 
pour axe des abscisses, et pour axe des ordonnées une ligne 
A U (fig. 33) , qui fit avec le premier axe principal un angle fl, 
les formules à substituer seraient 


X 3C 


at 

V (a 3 + b*) 
V /(a 3 + **) 


u cos 0 , 
u sin 0, 


et l’on trouverait , calcul fait , en observant que a 3 sin'0 — 

lé coi‘0 = (a sin sin 0) (a sin 0 — b cos 0) , l'équation 

'•* t ’ 1 • ‘ *. 


» aa6 t a‘b’ 

U ^/(a*-f-6*) esin/3 — i cos/3 U a*sin*/3 — b‘ cos*# ~~ °" 

* _ '*• 

D’ ailleurs , l’autre] asymptote SAS aurait pour équation , 

en faisant les mêmes substitutions dans l'équation^ ~x. 


• uab 1 

U V/(a*~+ fr 3 ) * â^rT0~^~Fcôr0 * ‘ 

V . * * 

or dans l’équation de l’hyperbole , le coeflicient du second 
terme pour une même abscisse T, est la somme des ordou- 
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nées correspondantes prise avec un signe Contraire ; donc en 

désignant ces coordonnées par u , , u, , on a 

a ab I 

“i + «t £*j a sîu 0 — b cos 0 ’ 

*",.•** ‘ * > ' -s , * , « * 

ou , si U est d'ordonnée de l’asymptote SA& Correspondante 
à-la même abscisse, » • '■* 

• , ■ ■ u, -f- «, = {/:, ♦ - • • 

, - i . • 

ce qui fait retomber sur la proposition démontrée au n* pré- 
cédent i% car on en tire u, — U — u, , et u, et U — n* sont 
évidemment les parties de V comprise} entre les asymptotes et 
la courbe. Donc si la droite est tangente, comme on a pour 
lors u, = u t , le point de contact est au milieu. 

, # ; * r ' - * s 

On sait encore qpe le dernier terme d’une équation du se- 
cond degré est égal au produit des deux racines ; on a donc 

— «*** 

U ' U> a* sin */3 — J* cos*!S * 

or le second membre de cette équation çst(n* 8 o) le quarré du 
demi - diamètre qui fait avec le premier axe un angle 0 ; ainsi 
comme on a n,—U — u, , si l'on m^ne deux droites parallèles qui 
coupent r hyperbole et ses asymptotes , tes' deux parties de l'une 
interceptées par le même point de la courbe , sont récifÜque- 
ment proportionnelles aux deux parties analogues de l'autre , 
et le demi-diamètre est moyen proportionnel entre 1 er deux 
parties d’une même droite. T 

La secoude proposition du n° précédent est encore une Con- 
séquence de ce résultat; car si la droite est tangente, nous 
venons de voir qu’elle était coupée en deux parties égales au 
point de contact ; donc le demi-diamètre est alors égal à la 
moitié de cette droite, en se rappelant ce que l'on doit en- 
tendre par la valeur d’un diamètre imaginaire. 

. . . " ^ - 4tc .• 

• i , - ■ *■ 

91. Par la substitution du n° 70 , on trouve pour l'équaboj* 
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polaire générale de l’hyperbole 

a* sin’p + 3 a‘q sin p z -f- cfq* 

• — cos *9 — a b*p cos p — ù’p 1 

-f- a’6 2 

qu'on déduirait aussi de celle de l’ellipse , en changeant 6* 
en — b 1 . 

Cette équation est susceptible des mêmes simplifications ; 

mais nous ne nous arrêterons qu’à la dernière , les autres ne 

conduisant à aucun résultat qui mérite d’être remarqué. 

Si l’on suppose q— o , et que l’on prenne p* — a* -j- i*=c’, 

on trouvera comme au n° cité , p étant = -f- c, 

» 

az =z ± ( cz cos p + b' ) , 

d’où l’on tire, à cause du double signe, les deux racines 

i* — A* 

z = , a = - . 

a — c co* p a -f- c cos p 



La première est toujours positive , quand cos p est négatif; mais 
si cos p est positif, elle est positive tant que cos p \ elle 

est infinie quand cos p = * , et elle est négative quand 
cos p > - : la seconde , toujours négative quand cos p est po- 


sitif, ne devient positive que lorsque cos p est négatif et -, 

mais , dans ce cas , elle est évidemment plus grande que la pre- 
mière pour une même valeur de p. 

Quand , dans la première , on suppose cos p négatif ou l’angle 
p obtus , la plus petite valeur de z aura lieu pour l’hypothèse 

cos f = — i , et l’on aura alors a = — - — , ou , comme 

a -f- c 

b* = c* — a* , z — c — a , valeur qui appartient au sommet B 
( fig. 34 ) : les rayons vont en augmentant jusqu'à ce qu’on 

13* 
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ait cos 9 — o , hypothèse qui donne z = — ; ainsi les pointa 

donnés par les valeur» de z correspondantes aux valeurs de 
cos 9 comprises depuis — 1 jusqu'à o , sont sur l’arc B Q que 
détermine la droite FÇ) menée par le pôle perpendiculairement 
à l’axe. 

Quand on suppose cos £ positif , la valeur de z continue à 
augmenter positivement à mesure que cos 9 augmente , c’est- 
à-dire à mesure que l'angle 9 diminue , jusqu'à ce qu'on ait 

cos f » hypothèse qui rend z infini. On voit qu’en efFet 

- étant a _^ ^ , le rayon variable est alors parallèle à 
l'asymptote AS \ ainsi les valeufs de cos 9 comprises entre o 
et a , donnent la partie Qq de la courbe. Si l’on prend 


cos 9 > a , le rayon variable devient négatif , c’est-à-dire , 

qu'il doit être porté sur sa direction dans un sens opposé ; ainsi 
les points qui en résulteront doivent être au-dessous de l’axe. 

Mais comme on peut prendre ces 9 tel qu'il ne surpasse ^ 

que d’une quantité aussi petite que l’on voudra , z pourra être 
plus grand que toute quantité donnée , et sa plus petite valeur , 

6 * 

qui a lieu lorsque cos 9 =t 1 , est j ■ ■ ■ - =s — (a+ c) : donc 

ces points ne peuvent appartenir qu’à la branche inférieure B'q' , 
et la donneront toute entière. 

Donc enfin la racine 

b ■ 

z = 

a — c cos 9 


donne la branche supérieure de la partie sitnée du côté du 
pôle et la branche inférieure de l’autre partie ; et par consé- 
quent la seconde racine donne les deux autres branches , ce que 
i on reconnaîtrait au reste de la même manière. 



" A LA GÉOMÉTRIE. ao5 

Si l’on prend p =* — c , les valeurs de z deviennent 

£* , — b* 


a + c co s \ 


a — c cos 


II est évident que , de même , l’une de ces valeurs donnera 
]a branche supérieure de l’une des parties , et la branche in- 
férieure de l’autre ; ainsi , pour assigner d’une manière pré- 
cise les branches données par chacune d'elles , il suffira de 
reconnaître la position de quelques points, et même d’un seul. 

Or si l’on fait cos $ = o , la première donne z = ; donc 

cette valeur donne la partie q" et la partie Bq" , et par- 
tant la seconde donne la partie Bq et la partie B'q' . 

11 suit de cette discussion que les valeurs qui donnent les 
mêmes points , ne sont pas celles qui se correspondent naturelle- 
ment par le changement du signe de c : de sorte que pour avoir 
celles qui donnent les mêmes points , on prendra les deux va- 
leurs qui résultent d’une même hypothèse sur c , et l'on chan- 
gera le signe de c dans l'une des deux. 

Comme tout ce qui se passe pour deux des branches a éga- 
lement lieu pour les deux autres , nous considérerons seule- 
ment les équations 


a — c cos p 


— b* 

a — c cos 


Pour exprimer que les rayons variables z, z' appartiennent au 
même point, on aura la relation 


z' cos p' — z cos p = ac , 


comme au n° 70; mais les équations précédentes donnent 

* • ' 

az — cz cos p =z b % , 
az — cz' cotp' — — b*; 

d’où l’on tire 

a (z' — z) — c (z' cos p' — z cos î) = — a b* , 


Digilized by Google 


acG APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

on, substituant a c à la place de a' cos®' — a cos®, et divisant 
par a, 

z r 


2 (c*— 6 a ) 

z = — = sa. 

a 


Donc /a différence des rayons variables menés à un même point 
quelconque de l’hyperbole, par les deux pôles situés sur lepremier 
axe , de côté et d’autre à une distance y/ (a* -j- b*) du castre , 
est constante et égale au premier axe. 

Ces deux pôles F, F se nomment foyers de l’hyperbole, 
les lignes FM , F'M, etc. les rayons vecteurs. On détermi- 
nera géométriquement les foyers , en décrivant du centre , 
avec un rayon égal à la distance DC des extrémités des axes , 
une circonférence qui coupera le premier axe aux points F 
et F. 

Si l’on veut avoir les rayons vecteurs en fonction de l’ab- 
scisse , comme on a jz cos <p — x — p = x —c , l’équation 


donne . 
et partant. 


az — cz cos ® = h* , 
oz =r car — c* -+■ A* = ex — a* , 


ex 

z — a 

a 


pour le foyer positif. 

L’équation 

az' — cz' cos®'= — b', 
donne de même , à cause de z' cos ç' = x -f- c , 


z = }- a 

a 


t • 


6 * 


pour le foyer négatif. 

Nous avons trouvé qu’en faisant cos ® = o , on avait z = — 

ou — — ; c’est encore , comme dans l'ellipse , l’ordonnée qui 
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passe par le foyer , et dont le double se nomme aussi para- 
mètre. . ' 

ga. Il résulte de la propriété des foyers un moyen de cons- 
truire l’hyperbole par points. En effet., si de l'un. des foyers, 
avec un rayon arbitraire , on décrit une circonférence ; qu’eu- 
suite , diminuant ce rayon de tout le premier axe , ou dé- 
crive de l’autre foyer une seconde circonférence, elle coupera 
la première en deux points qui appartiendront à l’hyperbole. 
On voit, comme au n° 71 , que les deux mêmes ouvertures 
de compas peuvent servir à déterminer quatre points. 

Cette propriété fournit également un moyen de décrire 
l'hyperbole par un mouvement continu. Si l'on fixe l'extré- 
mité d’une règle à l’un des foyers , de manière cependant qu’elle 
tourne librement autour de ce point, et que l’on joigne l’autre 
extrémité au second foyer par un fil , dont la longueur sur- 
passe celle de la règle de tout le premier axe ; lorsque le fil 
sera tendu , l’extrémité mobile de la règle marquera un point 
de l'hyperbole ; et si ensuite , glissant un stile contre la règle, 
on force en même temps le fil à s’appliquer contre la règle, 
et cette dernière i tourner autour du foyer , le stile décrira 
un arc d’hyperbole qui se terminera au sommet : car la règle 
et le fil diminuant en meme temps de la meme quantité, leur 
différence est toujours égale au premier axe. 

g 3 . Nous ayons vu (n 0 84 ) que la normale rencontre le 
premier axe en un point dont l’abscisse est 


JEn opérant et raisonnant comme pour l’ellipse (n° 7a) , or» 
trouvera que la normale MN (fig. 35 ) coupe en deux parties 
égales l’angle formé par le rayon vecteur FM et le prolon- 
gement de l'autre rayon vecteur F'M ; d’où il suit que la tan- 
gente coupe en deux parties égales l'angle formé par les deux 
rayons vecteurs. On aurait prouvé directement cette consé- 
quence, en calculant les distances FT, F T. 
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Donc , comme dans l’ellipse , les angles formés par la tan- 
gente et Us deux rayons vecteurs sont égaux entre eux ; mais 
ils sont situés différemment. 

Au reste on démontrera aussi cette proposition par un calcul 
analogue à celui que nous avons indiqué pour l’ellipse : on sera 

conduit au même résultat. 

• . . 

g4- A l'aide de cette proposition on mènera facilement 
une tangente à l’hyperbole , par un point donné, soit 6ur la 
courbe , soit au dehors. 

i°. Soit le point M (Gg. 56) donné sur la courbe ; on mè- 
nera les rayons vecteurs FM, FM , sur le plus grand FM , 
et de M en F’ ; on prendra Mf = MF , on joindra Ff, et 
la perpendiculaire abaissée du point M sur la droit» FJ', sera 
la tangente cherchée. 

a°. Soit le point N donné hors de la courbe ; le problème 
serait résolu , si l’on connaissait la direction de la droite Ff ; 
or cette droite passe déjà par le point F ; et quant au point/', 
sa distance au point F' est évidemment égale au premier axe , 
sa distance au point N est égale à NFc d’où l’on conclura 
facilement la constructtpn. , 

g5. Un corps élastique ou un rayon lumineux ou calori- 
fique , partant de l’un dea foyers , sera donc réfléchi suivant 
une direction qui passe par l’autre foyer ; mais , comme il ne 
peut traverser la courbe , la réflexion aura lieu dans la partie 
de la courbe où se trouve le premier foyer. D’où il suit que 
•i l’un des foyers est le centre d’un faisceau de rayons lumi- 
neux ou calorifiques, tous ceux qui iront frapper la circon- 
férence de l’hyperbole se réfléchiront dans une direction , qui 
sera la même que s’ils partaient de l’autre foyer, et qu’ils 
pussent traverser la courbe. 
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§ II. 


Des courbes privées de centre , ou du genre des paraboles. 


51 S. Les courbes qui n’ont pas de centre sont données par 
î’équation 

'■ Pu' + Rt = o, 

à laquelle nous avons vu que l'équation générale peut se ra- 
mener quand on a G = o. En faisant p 4 m , elle ne peut 

se présenter que sous l’une des formes * 

u* = 4 m - , u' = — 4 mt > 


suivant que R, et partant m sera négatif ou positif. Or ces 
deux équations rentrent l’une dans l’autre , en remplaçant t 
par — t ; donc elles donnent précisément la meme courbe . 
mais dans une situation directement opposée. Nous ne con- 
sidérerons par conséquent que la première. 

On en tire * 

u = ±: 2 J/mt ; 


quand on fait t— o, on a u = ±;o-, donc la courbe passe 
. par l’origine , et l’axe des ordonnées est tangent à la courbe ; 
en faisant t o , l’ordonnée est réelle et augmente en mente 
temps que l’abscisse , sans que rien limite leur accroissement ; 
et comme la valeur de u est double , la courbe s’étend indé- 
iiniment , tant au-dessus qu’au-dessous de l’axe ch s abscisses ; 
mais du côté positif seulement , car eu faisant f < o, l’or- 
donnée devient imaginaire. 

97. Nous avons vu (n° 47) qu’on avait 


fi — 


H _ T 

*V(^i C ) A> 


P (A + Q sin’+ : 

*4 


« 


I 


\ 


^ “ 
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il résulte de là 


et partant 


X__ /m H i . 

P~ m — a ÿA(A+C ) 3 ' «n ** * 


\m sin*+ — 


H_ , 

«V'C A + CfA’ 


d’où il suit que le produit m sin a + est constant , quel que soit 
l’angle +. Il suffit même de se souvenir que R est constant, 
et que P — {A -j- C) sin*+ , pour arriver à la conclusion pré- 
cédente. % ft 

Quand l’angle + est droit , le diamètre prend le nom d'axe 
principal. Nommant a la valeur qui en résulte pour m, et 
remplaçant t et u par x et y , on aura l’équation 

y = 4 ax - 

La forme de cette équation prouve que l’axe principal coupe 
la courbe en deux parties égales. Le point ^ i ( fig. 3 7 ) où il 
la rencontre se nomme sommet. 

q8. Si l’on suppose que l’on parte de l’équation de la para- 
bole rapportée à son axe principal , pour passer à l’équation 
de cette courbe rapportée à un diamètre quelconque , on aura 
d’abord les relations 


sin a = o , d’où sin * = sin £. . . (n°* 47 et 48) ; 

ensuite 

m sin*/S = a . . . (n" précéd.) (1) 

D’ailleurs les équations 

aPq + D'—o, P Qp'ri-D'q + E'pri-F^o, 

deviennent évidemment , à cause de Q = 0 et de P =3 sin */3 , 
de E' = 4a et de D' = — 4 a cos/ 3 , 

q sin“/8 — 2acosj8 = o (3) 

9 1 sin‘i 8 — ipq cos £ — 4 a P — ° (3), 
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Mais au lieu des deux dernières équations, on peut en trouver 
deux autres qui contiennentjes coordonnées de l’extrémité du 
diamètre rapportées à l’axe principal et rectangulaires. En effet, 
si l'on nomdte x' et y' ces coordonnées, on aura 

x' — p cos cl + q cos £ , 
y =p sin a + ÿ sin £ ; 

et comme sin a = o et cos a = 1 , 

♦ 

a/ = p + q cos /S , y' — q sin $ ; t 

les équations précédentes deviennent donc 

y s in/3 — aa cosjS =o , ou y' tan g (? “ aa .. . . (4),' 
(</sinj3) a — 4 a (p + <7 cos £) = 0 > ou — ^ax’ ■= o (5). 


La dernière est précisément l’équation de la courbe, et exprime 
que l’Arigine des coordonnées obliques est sur la parabole , 
comme on le savait déjà. 

En combinant avec l’équation (i) les équations (a) et (3), 
ou les équations (4) et (5), on résoudra tous les problèmes que 
l’on peut se proposer sur le passage de l’axe à un diamètre quel- 
conque, et réciproquement, ou sur la détermination de l’axe 
des ordonnées , pour un diamètre qui passe par un point donné. 
Nous ne nous arrêterons qu’aux problèmes suivans : k 

i°. Trouver [équation de la parabole rapportée à lin dia- 
mètre qui passe par un point donné , quand on a l'équation 
( le celte courbe rapportée à laxwmrfnapal. C’est-à-dire, étant 
donné ) a, sd , y ' , trouver /3 et 




aa 


L’équation (4) donne sur-le-champ tang/3=j^-; et tang£ 


étant connue, et par conséquent sin /S, l’équation (i) donne 

alors m = -r—i \ l’équation (5) est satisfaite d 'elle-même. 
sin a £ 

a°. Étant donnée l’équation de la parabole rapportée d l’axa 
principal, et l’angle que doit faire un diamètre avec l’axe des u 
tangent d [origine, trouver cette origine et l’ équation de la 
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courbe rapportée à ce diamètre. C’est-à-dire , étant donnés a 

et/?, trouver x f ,y' et m. • 


L’équation (4) donne encore directement y ' xts, — — ^ , et 
alors l’équation (5) fera connaître x'. D’ailleurs l’équation (i) 


a a 


donne , comme dans le problème précédent, m = — 


3 °. Étant donnée l’équation de la courbe rapportée à un 
certain diamètre , et C angle que fait avec lui l’axe des or- 
données tangent, trouver l’axe principal, c’est-à-dire le sommet 
et t équation de la parabole rapportée à cet are.^C’est-à-dire , 
étant donnés m et fi , trouver a, p et q , ou a , x', y'. 

L'équation (î) donne immédiatement a =msin*/S, et d’après 
cela les équations (a) et (3) feront connaître p gt q, ou le» 
deux équations (4) et (5) x', y'. t 

99 . Si l’on suppose la courbe décrite , ces problèmes se 
résolvent géométriquement avec facilité. Nous observerons 
d’abord qu’en menant deux cordes parallèles quelconques , et 
joignant leurs milieux , on obtiendra un diamètre , et par con- 
séquent la direction de tous les autres. 

Cela posé : t®. si l’on" vent déterminer la direction de l’axe 
des ordonnées tangent, qui correspond à un point donné de 
la courbe , en supposant qu’on connaisse , comme on vient de 
le dire , la direction des dijÊnètres -, par le point donné on, 
mènera un diamètre, et tout se réduira alors à mener une 
corde qui soit coupée en deux parties égales par ce diamètre, 
problème de Géométrie extrêmement simple. L’axe des ordon- 
nées sera parallèle à cette corde. 

Q®. Si l’on connaît l’angle que doit faire l’axe tangent avec 
le diamètre , c’est-à-dire avec l’axe principal , et que l’on 
cherche le point de la courbe que touche l’axe des ordonnées ; 
on mènera une corde quelconque , qui fasse avec l’axe principal 
l’angle donné , et par le milieu de cette corde , un diamètre 
r 
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qui rencontrera la courbe au point cherché. L'axe tangent sera 
parallèle à la corde. 

3 °. Si l’on cherche à déterminer le sommet de la courbe, 
on mènera un diamètre quelconque , et élevant , par un point 
quelconque de ce diamètre , une corde qui lui soit perpen- 
diculaire , la parallèle au diamètre , menée par le milieu dé 
la corde , sera l’axe principal , et rencontrera par conséquent 
la courbe au sommet. 

100. Le premier des trois problèmes que nous venons de j(). 
résoudre , revient à mener une tangente par un point donné. 
La solution analytique du n° 98 , conduit à l'équation de la 
tangente, car cette droite passant par le point donné , dont 
les coordonnées sont x' y y' , et faisant un angle dont la tan- 
gente est f 

tang/3 = y> 

son équation sera 

0.(1 

y 

ou , réduction faite , 

yÿ = a a C* + x ) , 

en observant que y' % — aax = aax' . . • 

Si l’on suppose = o, on trouve x" == — 3 ! donc la dis- 
tance AT (fig. 38 ) du sommet - au pied de la tangente est égale 
à l’abscisse , mais de signe contraire ; et partant , la soutane 
gcnte PT est double de l'abscisse. Il en résulte un moyen évident 
de mener géométriquement la tangente ù un point donné sur 
la courbe , sans supposer cette courbe décrite. Si l’on sup- 

. . . « aax' 

posait au contraire x = o, on trouverait _y =a — r~- 

Nous ne nous arrêterons pas à chercher directement l’équa- 
tion de la tangente ; en imitant ce qui a été fait pour l’ellipse y 
ei) ne rencontrera aucune difficulté : noua observerons »eu- 
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leroent qu’elle est de même forme lorsque la courbe est rap- 
portée à un diamètre. . 

101. Si le point par lequel on doit mener la tangente est 
-situé hors de la courbe , en nommant p et q ses coordonnées , 
elles devront satisfaire à l’équation de la tangente-, ainsi, x' , y' 
étant toujours les coordonnées du point de contact , qui , dans 
ce cas, sont inconnues, on aura, pour les déterminer, les 
équations 

?/= aa(/> + x')» • 

y'^= 4 ax'. 

Comme l’élimination conduirait à une équation du second 
degré , il s'ensuit que par un même point , on peut mener deux 
tangentes à la parabole» D'ailleurs les deux points de contact 
se trouvent sur la droite dont l’équation est 

qy’ = 2a(p + x O; 

or cette droite rencontre l’axe des abscisses en un point dont 
l’abscisse est — p, et l’axe des ordonnées en un point dont 

Qfjn 

l'ordonnée est Ainsi l'on déterminera le point où la ligne 

des contacts rencontre l’axe des x , en portant l’abscisse p en 
sens contraire. Quant au point où cette droite rencontre l’axe 

des^, comme son ordonnée est — — , il est clair (n° précéd.) 

que si l’on trouve sur la parabole un point tel, que lejrapport 

de l’abscisse à l’ordonnée soit égal à -, la tangente menée à 

q # 

ce point de la courbe rencontrera l’axe des au point cher- 
ché. Or si l’on joint le point donné et le sommet de la para.- 
bole par üne droite, elle rencontrera la courbe eu un certain 
point, dont T’abscisse et l'ordonnée seront dans le même rap- 
port que l'abscisse et l’ordonnée du point donné. 

Mai» on doit remarquer encore que l’abscisse du point «la 


* 
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rencontre avec l’axe des x , étant indépendante de l'ordonnée 
q , sera la même pour tous les points situés sur la perpendi- 
culaire abaissée du point donné sur l’axe principal ; et comme 
en considérant l’équation de la parabole rapportée à un dia- 
mètre quelconque et à la tangente qui passe par son extré- 
mité , et l’équation de la tangente cherchée rapportée aux 
mêmes axes, on obtiendrait un résultat analogue, nous pou- 
vons conclure qu’en général : 

Si de tant de points qu'on voudra d’une droite quelconque , 
on mène deux tangentes à la parabole , et que l’on joigne par 
des cordes les points de contact relatifs à un même point , toutes 
ces cordes se couperont en un point unique situé sur le diamètre 
mené par le point où une tangente parallèle à la droite donnée 
rencontrerait la courbe. 

Et réciproquement , etc. 

De plus, l’ordonnée du point où la ligne des contact» 

rencontre l’axe des q , ne dépend que du rapport ^ ou ^ ; 

donc il sera le même toutes les fois que le point donné sera 

sur une droite dont l’équation soit y-^x-, et comme cette 

droite passe par l’origine et par le point donné , et que cette 
propriété a également iieu , comme la précédente , lorsque l’axe 
des abscisses est un diamètre quelconque , pourvu que l’axe 
des ordonnées soit tangent à la courbe ; on a encore en gé- 
néral le théorème suivant : 

Si de tant de points que l'on voudra d'une droite qui coupa 
la parabole , on mène deux tangentes à cette courbe , et que 
l'on joigne par des cordes les points de contact relatifs à un 
même point ; toutes ces cordes se couperont en un point unique 
situé sur la tangente menée au point où la droite donnée ren- 
contre la parabole. ^ 

On prouvera facilement aussi , à l’aide de l’équation de la tan- 
gente, que la- courbe tourne sa concavité vers l’axe principal* 


Digitized by Google 


t,(J APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

10a. L’équation de la normale au point dont les coordon- 
nées sont x , y, est évidemment 

ou, réduction faite, 

2a y -f- y'x — aay’ -f- x’y'. 

En supposant y — q , on trouve x" — aa -f- a/ pour la dis- 
tance du sommet au point N ( fig. 38 ) où la normale rencontre 
l’axe principal-, d’où pour la sou normale PN, x“ — x — aa. 
Donc , pour la parabole , la sounomiale est constante. 

io 3 . Dans la recherche du cercle osculateur, en appliquant 
le calcul comme pour l’ellipse , la substitution 

x = X + x', y=Y+y', 

donne, pour le cercle, 

y» + + a (y' _ q ) y + a (*' - p) X = o -, 

pour la parabole , 

P+ a/K— 4oX=o. 

« 

Dans ce cas , il est plus simple d’éliminer X ; on trouve 

r* + 4/r 3 + 4/* r“’+ 32 cy r=o. * 

-f- 8 ax' -f- «Gox'y 

-J- xSa* — Zia'q 

— 8 ap — iSapy'. 

Le coefficient de Y peut se mettre sous la forme 

i6o (uay -f- x’ y — laq — y'p)) : 

pour que l’équation en Y ait deux racines nulles , ce coef- 
ficient doit s’anéantir , ce qui donne 

2 aq +y'p — a ay' -f- x'y , 

équation de la normale dans laquelle on a remplacé x et y 


- « ■ v # v à-' 
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par p et q. Donc , tout cercle dont le centre est sur la nor- 
male , et qui passe par le point de contact , est lui-mémc tangent 
à la courbe. 

Le coefficient peut se mettre sous la forme 
8 a ( Zx' + sa — p ) ; 

et pour que trois racines de l'équation soient milles, il fautqna 
l'on ait 

Zx' + aa — p = o, ou p = 3 x' + aa -, 
d’où , à cause de l’équation • 

aaq +/p = aa/ + at '/, 

l’on tire 



Quant au rayon du cercle osculateur, c’est-à-dire, au rayon 
de courbure , on a 

'•* — (/— 9) 1 + (*'— py, 

et partant, en substituant les valeurs de p et de q , 

(q + aO»(/« + 4a>) 

ô «* 

_ 4(a+ x y 
a * 

a (a + a/)* 

ou r — — i j — — . 

e 

Ainsi la courbure diminue à mesure que l’on s’éloigne du 
sommet , et c’est à ce point quelle est la plfis grande ; le 
rayon de courbure y est évidemment 

r = aa. 

Donc , la sounormale est égale au rayon de courbure du sommet. 

104. Par la substitution du n° 70, on trouve pour l’équation 
polaire générale de la parabole 

s“ sin'? + (aq sinf — 4 a cos <?) z + q % — 4 a P = o. 
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On roit ici : t°. que le coeilïcient des ne peut jamais s’anéantir. 

a". Que si l’on fait q % — 4 a P — 0 » c’est-à-dire , si le pôle 
est sur la courbe , on a 

4° cos $ — ag sin f> 


3°. Qu’en posant q — o, et mettant pour sin*$ sa râleur 

i — cos‘ç, l’équation précédente prendra la forme 

« 

z* = z* cos* f -f- 4«« cos f> -f- 4 op : 

a 

le second membre deviendra un quarré , si p z= a , et l'on 
auia 

z = ±: (z cos $ -f- an) , 

d’où résultent, à cause du double signe, les deux valeurs de z, 
aa *— 20 

Z = , Z = ; . 

1 COS fl 1 -f- COS f 

Il est évident que la première de ces deux valeurs est essen- 
tiellement positive , tandis” que la seconde est essentiellement 
négative; ainsi la première donne la partie de la courbe 
située au-dessus de l’axe principal , et la seconde la partie 
située au-dessous. Nous pouvons par conséquent fie considérer 
que la valeur 

aa 

z = • 

1 — cos$ 

Ce pôle s’appelle le foyer de la parabole, et les rayons va- 
riables rayons vecteurs. 

Qnand on fiait cos^ = o , le rayon vecteur est perpendi- 
culaire à l’axe , et égal à a a : c’est l’ordonnée qui passe par 
le foyer , et le double de cette ordonnée est ce qu’on appelle 
le paramètre. 

Si l’on veut avoir le rayon vecteur en fonction de l’abscisse, 
on aura z cos f~x — p~x — a, d’où 

z = x -K a ; 

de là il suit que si par un point G dont l’abscisse est — a , on 
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mène une droite KGH (fig. 3 g) perpendiculaire à l’axe princi- 
pal , les distances de chacun des points de la parabole au 
foyer et à cette droke , sont égales entre elles. 

Cette droite se nomme directrice. 

Cette propriété fournit tan moyen très-simple de construire 
par points une parabole dont on connaît le foyer et le dia- 
mètre. On prendra une abscisse quelconque AP (fig. 40) ; du 
foyer F avec un rayon a -f- AP , on décrira un arc de cercle 
qui coupe en M la perpendiculaire élevée star l’axe au point P. 
Le point M appartiendra à ta parabole. 

On en déduit aussi un moyen de -la décrire par un mou- 
vement continu. 

En effet; si l’on place une équerre sur la directrice , de 
manière que l’un des côtés de l’angle droit puisse y glisser, et 
que l’autre soit parallèle à l’axe ; que l’on attache un fai de 
même longueur que ce second côté , d’un bout à sftn extré- 
mité, et de l’autre au foyer; lorsque la position de l’équerre 
sera telle que le fal soit tendu , l’extrémité marquera un point 
de la parabole; si, appliquant ensuite, à l’aide d’un stile, le 
£1 contre^!’ équerre , on force cette dernière à glisser sur la 
directrice , et à s’avancer parallèlement à elle-même vers 
l’axe, la distance au foyer et à la directrice dinduuant eai 
môme temps de la même quantité, tous les points que par- 
courra le stile appartiendront à la parabole. 

io 5 . Nous avons trouvé que la distance AN (Gg. 4 ») du 
sommet au pied de la normale, est sa -j- a! ; ainsi la dis- 
tance FN est exprimée par a -f- x\ ainsi que le rayon vecteur : 
on a donc FM r= FN , et le triangle FNM est isoscèle ; l’angla 
FM N formé par le rayon vecteur et la normale, est donc égal 
à l’angle FNM formé par l’axe et la normale ; ou , si l’on 
mène par le point M le diamètre Min , l’angle FMN est égal 
à l’angle mMF. D’où il est aisé de conclure que la tangente 
fait des angle* égaux avec le rayon vecteur et avec le dia- 
mètre. D’ailleurs on le démontrerait encore directement, en 
observant que l’on a FT = a -f- x. 
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On peut, si l'on veut , calculer la tangente de l’angle F MT, 
ou de l’angle iMm. 

Cette propriété donne un moyen de mener une tangente à 
un point donné sur la courbe , ou au-dehors. 

i°. Si le point M (fig. 4a) est sur la courbe , on mènera le 
rayon vecteur FM et la droite Mn perpendiculaire sur la direc- 
trice GK\ on joindra les points n et F par une droite , et 
abaissant du point M une perpendiculaire sur Fn , ce sera 
la tangente cherchée. 

u°. Si le point N est donné hors de la courbe ; du point 
N avec la distance A F, on décrira une circonférence qui 
rencontrera la directrice en deux points n et n' . On mènera 
les droites Fn , Fn , dont chacune déterminera une tangeDte, 
si du point Af on abaisse des perpendiculaires sur Fn et Fn\ 
On marquera les points de contact en menant les droites nM , 
nM' parallèles à l’axe. 

ic6. Si l’on regarde le foyer de la parabole comme le 
centre d'un faisceau de rayons susceptibles d'ètre réfléchis, 
la réflexion aura lieu parallèlement à l’axe de la courbe ; et 
réciproquement , si une suite de rayons parallèles à l'axe 
viennent4rapper la courbe, ils se réfléchiront tous au foyer. 

Il suit encore de là , que si l’on oppose deux arcs de pa- 
raboles égales , de manière qu’ils aient même axe , mais qu’ils 
se tournent leur concavité , tous les rayons qui partiront du 
foyer de l'une d'elles , et qui viendront frapper sa circonfé- 
rence, se réfléchiront parallèlement à l'axe, iront rencontrer 
l’arc opposé , s’y réfléchiront de nouveau , et se réuniront au 
foyer de çette dernière, quelle que soit d’ailleurs la distança 
des sommets. 
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CHAPITRE IV. 


Application de ce qui précédé a la solution <l e quelques 
problèmes ; construction des équations déterminées. 


PARAGRAPHE PREMIER. 

Problèmes dépendons des lignes du second ordre. 

* 07 . PROBLEME I. XaR un point situé dans un angle droit 
sur l i ligne qui coupe l'angle en deux parties égales, nicher une 
droite telle que la partie interceptée par les côtés de l'angle 
droit soit d’une grandeur donnée. 

Soit I angle XAY (Gg. if3) , et 31 le point donné; prenons 
AX pour axe des abscisses , A Y pour axe des ordonnées. L'ab- 
scisse A p du point .T/ est Jégaleà son ordonnée Aq , nommons- 
la x . L’équation de la droite cherchée mMni sera de la forme 

y — Ax+ b, 

» 

A et b étant tous deux [inconnus ; mais comme cette droite 
passe par le point M , on aura 

d = Ad + b, ou A = -■ ~ 

. * 
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substituant cette valeur de A , l’équation devient 


— b 


r-f-i. 


En faisant y = o , on trouve pour la distance Am , que nous 
représenterons par a , 

bx' 


xf — b y 

X 

or mm' = o“ -f- b* ; et si l'on suppose que m soit la longueur 
donnée , on aura . - , ' 


*‘ + 


\x'—by~ m ’ 

ou, en développant, 

b 4 — 2 x’b 3 + (2x'* — m*) b‘ -f- am’ôx' — mV = o. ‘ > 

Cette équation étant du quatrième degré et complète , nous 
n avons pas de moyen de la résoudre généralement : mais nous 
observerons qu’elle résulte de l’élimination entre les deux 
équations * 

. bx' . , , 

la première peut se mettre sous la forme 

« 1 

ab ss (a -f- b) xf ; 

' ' » 

si l’on multiplie cette équation par a, et qu’on l’ajoute à la 
seconde , on trouve 


ou 


(a + b)‘=nx/ (a -f- b) -f- m* , 
(a + by — ajt' (a + b) = m*. 


équation qui détermine a -f- b. En représentant donc a -f- b 
par p , on aura enfin 

a+bxzp, ab=pj/-, 


« 
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p une fois déterminé par l'équation 

p* — 2 x p set m* , 

on trouvera donc a et A par la résolution d'une autre équa- 
tion du second degré. 

Cet exemple fait voir que la méthode que l’on suit dans 
l'élimination est loin d'être indifférente, puisqu’il arrive sou- 
vent , comme dans le cas actuel , qu’en employant un arti- 
fice particulier, on évite de tomber sur une équation d'un degré 
élevé. 

Mais si l’on veut construire le problème, on peut même se 
dispenser de déterminer les valeurs de a et A. En effet, d après 
ce que nous avons indiqué dans le préliminaire (n° 16) , si nous 
regardons les inconnues a et A comme les coordonnées des 
% courbes représentées par les deux équations ; en construisant 
séparément ces courbes, les coordonnées de leurs points d'in- 
tersection seront les valeurs de a et A. 

L'équation A 1 == m* est celle d’un cercle , dont le 

rayon est m, et dont le centre est à l’origine; mais 1 équation 
«A = (a + A) x' est celle d’une hyperbole équilatère , que l’on 
ne doit employer que lorsqu’il- est qjjposêible de 1 éviter , 
parce que la construction géométrique ne peut s en exécuter 
que par points. Or , au lieu de cette seconde équation , on 
peut employer l’équation a A —p, qui appartient au sys- 
tème de deux lignes droites , parce que p a deux valeurs don- 
nées par l’équation 

p* — Q-i? p ~ ni 1 , 

et qui sont 

x' + \ZC m “ + *") » * — l/O' + *")• 

Ainsi, en décrivant du point A (fig. 44 ) comme centre une 
circonférence dont le rayon soit égal à la ligne donnée, il ne 
restera qu'à déterminer les droites dont les équations sont 

A + a == x' + V O 2 + x '“) » 

A + a = x' — -f- x' 1 ). 
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_ deux droites sont parallèles entre elles, et font arec 
J’axe AX un angle dont la tangente est — i , c’est-à-dire 
qu’elles sont perpendiculaires à la droite AM. 

Les coordonnées à l’origine se construisent avec la plus - 
grande facilité, en joignant le point q, et le point b où AXT^ 
est rencontré par la circonférence , et décrivant du même point 
q avec le rayon qb un arc de cercle qui coupe la direction de 
1 axe A ) en deux points B et B' , par lesquels les perpendi- 
culaires doivent être menées sur AM. Ces droites couple- 
ront la circonférence décrite du point A en quatre points A r , 

A A ", A", dont les abscisses AP, AI y , etc. sont les valeurs dé 
a. Les ordonnées A Ç), AÇY, etc. seraient les valeurs de b , mais 
les points#» , P', P", P* suffisent pour résoudre le problème. 

Il a , comme on le voit, en général , quatre solutions ; il eat^ 
même aise de se convaincre que , dans touÿ les cas il en aHrJflr 
au moins deux , car la droite N"B’N m coupera toujours lF? 

circonférence , puisque AB' est au signe près égal à 

V/(m* + x'») — A qui est toujours plus petit que m. Mais 
la droite B A A ! ' peut être tangente , ou meme ne pas toucher 
le cercle. Dans le premier cas, les deux solutions P, P» se 
réduisent a une seuie.j dans le second elles n’existent pas. 

Or cette circonstance aura lieu quand la perpendiculaire abaissée 
du centre sur la droite BIV!\' sera plus grande que le rayon mi 
cette perpendiculaire a pour expression (n° a3) , 


ainsi la condition est 


■r' + l/(m» + *' a ) 
I/a 5 


-lit ' 


*'+!/( + 
V/a 


ou l/ (m* -f- x' 1 ) > m l/a — x‘ ; 


d’où, en élevant au quarré, l’on tire 

^ * , 

m < or' l/a : 

•r fla/y/a est évidemment l’expression de la droite menée par 
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le point M perpendiculairement à la droite AM-, donc toutes 
les fois que la ligne donnée est plus petite que mm' , le pro- 
blème n'a que deux solutions. 

Nous exposerons encore une solution du même problème-,' 
parce qu’elle conduit à une construction fondée sur les mêmes 
principes, quoique différente. 

Nous prendrons l'origine au point M (fig. 45) , et désignant 
toujours par od les distances Mp et Mq , nous ferons qp —y'\ 
•lors l’équation de la droite mMp sera 



d’où Mr , qui est l’abscisse correspondanté à l’ordonnée — x , 
ad* 

sera y, de sorte que les lignes Am, Ap représentées par 
tt et b, auront pour valeurs en fonction de y' , 

b = x'+y', a — x' + y. . a \,, h 

En substituant ces valeurs dans l’une quelconque des équa- 
tions en a et ‘b , on en obtiendrait une en y' seulement ; et 
si l’on choisit l’équation 

a + b=p, 

elle devient 

■ . 2*f+y + y=p; 

on 

y» -f-x'* + (ax' — p)/ = o : 

or nx 1 — p est, à cause de la double valeur de p, égal ù 

*' — + x'*) , ouà *' + v/(w* + x'*) , 

suivant que l’on prendra dans p le signe supérieur ou le signs 
inférieur. Désignons la première de ces valeurs par — ar, la 

i5 



sîG APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

seconde par a,/, on aura les deux équations 

* 

y» -fa/* — aÿ' = o, ou y * -f x'* -f a/y = o, 

% 

qni, en considérant pour un instant y, sf comme des coor- 
données variables , appartiennent à des cercles qui ont lenrs 
centres c, c' sur l'axe des ordonnées , qui passent tons 
deux par l’origine M , et s’y touchent par conséquent. 
D'ailleurs les ordonnées des centres, c’est-à-dire les rayons, 
sont respectivement r et — Ainsi cee cercles seront faciles 
à décrire -, cela posé , les points p , p' , p", p m où ils sont ren- 
contrés par la droite AY , seront ceux où les droites cherchées 
doivent aboutir. On aura donc les quatre solutions, en me- 
nant les droites pAIm , p' Mm' , p" Mm " , ftTMm". 

108. Problème II. Exprimer les relations nécessaires pour 
que deux cercles se coupent ou se touchent. 

Prenons pour axe des abscisses la droite qui joint les cen- 
tres, et l’origine au centre de l’un des cercles. Soit m l’ab- 
scisse de l’autre ; les équations des deux cercles seront 

æ* -f y = r*, (x -»m)* -f y = A 

En combinant ces deux équations , on trouve pour coordon- 
nées des points d’intersection , 

m* + r* — /* 

*— 

a m 

f =±. — (m‘-f r*— » / *)‘) _ 

* 2-/71 9 

l 

x n’ayant dans tous les cas qu’une seule valeur, il s’ensuit 
que la droite qui joint les points d’ intersection est perpendi- 
culaire à celle qui joint les centres. 

Les valeurs de y étant égales au signe près , il s’ensuit que 
la première droite est coupée en deux parties égales par la 
seconde. 
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Mais ce qüi précède suppose que le radical soit réel ; or on 
peut mettre la quantité sous le signe sons les formes succes- 
sives 

(amr -f* m* -f- r* — * /*) (amr — m* — r* -f- * /t ) > 
{(m+r)*-/*}x {/•-(»» — r)*}, , 

(m -f-r+V) (m-f-r — /) (Z + m — r) (r' — ni-l-r). 

Or m-j-r-j-/ étant essentiellement positif, il est facile de voir 
que si / est le plus grand rayon , — r, ou r'-j-m — r le sera 

aussi, et que partant, le produit sera positif, si l’on a à-la-foi% 

m + r>/, / -f- r> m ; 

C’est-à-dire , si la distance des centres est plus petite que la 
somme des rayons, et que le plus grand rayon soit plus petit 
que la distance des centres plus le plus petit rayon. 

SL l’un des facteurs est nul , l’ordonnée y sera nulle , et 
par conséquent les cercles n’ayant qu’un point commun se- 
ront tangens ; et réciproquement , si les deux cercles se tou- 
chent, les valeurs de_y doivent être égales, ce qui ne peut avoir 
lieu que lorsqu’elles sont nulles toutes deux ; ainsi les conditions 
de contingence sont renfermées dans les deux relations 

tn+r=/, / + r=m, 

c’est-à-dire que pour que deux cercles se touchent , il est né- 
cessaire et il suffit que le plus grand rayon soit égal à la dis- 
tance des centres plus le plus petit rayon , ou que la distance 
des centres, soit égale à la somme des rayons. 

109. Problème lu. Mener une droite qui touche deux 
cercles donnés. 

En prenant pour axe des abscisses la ligne qui joint les 
Centres , et pour origine l’un des centres , on aura , comme 
au n° précéd. , 

x*+y==r*, (x — my+y'zx/*, 

% 

pour les équations des deux cercles. 
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Désignons par x', y les coordonnées du point où la droite 
touche le premier cercle , le rayon qui passe par le point de 
contact aura pour équation 


y 


le rayon mené dans l’autre cercle à son point de contact est 
parallèle au premier , et partant son équation sera 

y / 

y — i. ( x _ m ) : 


en éliminant entre cette équation et celle du second cercle , on 
aura les coordonnées du second point de contact. On trouve, par 
la substitution de la valeur de y , 

(x'* + y ' (x — m)* = /‘x' 1 ; 
d’où , à cause de s! 1 -f- y % — t* , en extrayant la racine , 


. tV rV 

x — m — ±: , et x = m± ; 

r r * 

et de là 



La tangente passant par les deux points de contact, on trou- 
vera pour son équation • 

y_ v > = _ çr : = fQ/ ex— xo- 

•v* J (t + r'Jx'-mr 1 X) ‘ 
mais d’ailleurs (n* 6a) la tangente a pour équation 


donc on doit avoir 


Q‘=p> / )y f 


a' 

y 


(r^r')x' — mr~ 

Cette équation réduite donne , par la relation x'* -f~y' a = r* , 
/) r*~mrx' , 
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et partant , 


af = 


— r ( r ~ r ') 


y =v{ ,-CS^r } ; 

==1 


«9 


La valeur de a/ est facile à construire , et déterminera le 
point de contact avec le premier cercle. Mais si l’on cherche 
le point ou la droite dont l’équation est 


y {rzpr'ycS— mr'* U 


rencontre l’axe des abscisses , c’est-à-dire la ligne qui joint 
les centres; on trouve, en faisant^ =r o. 



et comme cette valeur est indépendante de xf,y , il s’ensuit 
que la condition que nous venons d’exprimer n’est pas né- 
cessaire pour déterminer ce point, et qu’on l’obtiendra en 
joignant les extrémités de deux rayons parallèles quelconques. 

x" a deux valeurs et jrq~7» P artant i il y a sur la 

droite qui joint les centres deux points qui satisfont aux con- 
ditions du problème. D'ailleurs la valeur de y’ ne sera réelhs 
qu 'autant que 

(m -f- T zç T ) (m — . r ri: /) 


sera positif ; d’où il est aisé de conclure , par le n° précédent; 
que cette valeur sera imaginaire quand l’un des cercles sera 
compris dans l’autre , et que les deux solutions, ou plutôt les 
quatre , puisque chaque point en donne deux , se réduiront à las 
moitié , quand ils se couperont. 
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no. Problème. IV. Par deux points donnés , faire passer 
une circonférence tangente à une droite donnée. 

Soient N , N' (fig. 46) les points donnés, et AB la droite. 
Le centre du cercle cherché se trouve nécessairement sur la 
droite QO élevée perpendiculairement au milieu de 
Prenons pour axe des abscisses la droite QO, et plaçons l’ori- 
gine au centre. Cette origine sera inconnue, mais l'équation 
du cercle cherché sera toujours 

y* -J- x* = r*. 

Désignons par a la moitié de la corde A 7 V', et par m l’abscisse 
inconnue OQ; puisque le cercle passe par le point iV, on 
aura, en faisant x — m, y — a, 

e* + in* = r*. 

Si l’on nomme b la distance connue QC du point Q à celui oà 
l’axe QO est rencontré par la droite AB , et que A soit la tan- 
gente trigonométrique de l’angle qu’elle fait avec l’axe, l’équa- 
tion de cette droite sera 

y = A (x •— b «f* m) : 

or le rayon mené au point de contact étant perpendiculaire 
eurla tangente, on trouvera pour la longueur du rayon (n° s 3 ) , 

A‘(b- m y _ 

. , a>+i ‘ ; 

mais on a déjà r* = o? -f- m‘ ; donc 

(A* -f 1) X (a' + m*) = A‘ {b — m)\ 

e * 

Cette équation développée donne 

m* -f- a A*bm -j- c* (A‘ -f- 1) -r- A‘b’ s= o , 
d’où * '* 

m= — A*b ± \/{A' + 1) (A'b'—t?) ; . 

m étant connu , on aura facilement r, 

•> ? c 
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Or on tire de cette valeur, en la divisant par a ; 



expression qui ne dépend que de y# et du rapport -. Ainsi ”, et 

partant ^ est constant, toutes les fois que A et - conservent la 

même valeur. Mais — est la tangente de l’angle que fait avec l’axe 
ni 

le rayon ON, g est celle de l’angle que fait avec l'axe là 

droite NC-, donc si l’on voulait faire passer nn autre cercle 
qui touchât la même droite, par les points n, n' situés sur 
les droites JVC, N'C , les rayons NO , no seraient parallèles; 
d’où résulte évidemment la construction suivante. D’un point 
quelconque o de la droite , on abaissera sur la droite AB 
la perpendiculaire op, et du point o comme centre, avec op 
comme rayon , on décrira une circonférence qui rencontre 
les droites CN et CN‘ en n, n’. On mènera le rayon on , 
«t par le point N une droite parallèle à on, le point O 
où elle rencontrera QC , sera le centre du cercle cherché. 
Au reste la circonférence décrite du point o rencontrant né- 
cessairement NC en un second point y, il en résultera une 
seconde solution. 

Si l’on avait o* = A t b * , c'est-à-dire si la droite AB se 
confondait avec NC ou N'C , la valeur de m cesserait d’être 
double , et deviendrait 


c* 



expression que l’on construirait directement, en élevant par 
celui des points N, N 1 qui se trouve sur AB, une perpendi- 
culaire à cette droite. 

Si l’on avait a* > A x b ' , la valeur de m deviendrait imagi- 
naire ; or il est aisé de voir que dans cp cas les points N et N' 
se trouveraient placés l’un d’un côté , l’autre de l’autre d*. 
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la droite AB, circonstance qui rend visiblement le problème 

impossible. 


1 1 1. Problème V. Etant donnée une ellipse ou une hyper - 
pôle rapportée à ses axes , trouver réquation de la courbe que 
détermineraient les intersections des droites menées des extré- 
mités du premier axe aux extrémités des cordes qui lui sont 
peipendiculaires. 


Soit 


± ^ K - **> 


l'équation de la courbe; le signe supérieur ayant lieu pour 
l’ellipse, et le signe inférieur pour l’hyperbole. Désignons par 
y la moitié d’une certaine corde, c’est-à-dire une ordonnée 
quelconque, et par x' l'abscisse qui lui correspond. L’une des 
droites passe par l'extrémité positive du premier axe , l’autre 
par l’extrémité négative ; la première passe par le point dont 
les coordonnées sont x' , y , la seconde par le point dont les 
coordonnées sont x' , — -y' ', et il faut faire attention que y' 
peut être une ordonnée positive ou négative. Les équations 
des deux droites seront donc 


y=jL-( X -a), y=--jL-^+d), 

or la coexistence de ces deux équations, en y regardant x 
et y comme les mêmes , exprime que le point auquel appar- 
tiennent les coordonnées x et y , se trouve à l’intersection des 
deux droites. Si donc on parvient à éliminer x', y qui par- 
ticularisent la position du point , en exprimant que x ' , y' ap- 
partiennent à la circonférence de l’ellipse , l’équation en x, y 
qui en résultera, sera celle de la courbe cherchée. 

Cela posé , en multipliant les deux équations membrç à, 
membre , on trouve 




(x*-a’>: 
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«r s? , y étant le* coordonnées d’un point pris arbitrairement 

*tir la courbe donnée , on &y‘ = ±: ^ (a*— xf‘) ; donc l’équa- 
tien précédente devient par la substitution. 


c'est-à-dire , que si la courbe donnée est une ellipse , la courbe 
cherchée sera une hyperbole dont les axes seront ceux de l’el- 
lipse, et réciproquement. Ces courbes s'appellent conjuguées. 

Si l'on eût éliminé entre les équations des deux droites, 
on aurait trouvé le résultat 


• *- 




ce qui aurait Conduit au même résultat , par 


la substitution de* valeurs de x’ , y ’ dans l’équation 




Mais la valeur que l’on trouve pour x', ou la valeur -, 

X' «c 

que l’on aurait pour x , fournissent une propriété assez rc- 

* O* , 

marquable. Car —, étant (n° 6a) la distance du centre de la 


courbe donnée au pied de la tangente menée à cçlui de ses 
points dont les coordonnées sont x',y r , et la même chose pou- 

vaut se dire pour — à l’égard de la seconde j il s’ensuit que 

la tangente menée au point générateur rencontre l’axe au pied 
de l'ordonnée du point engendré. On peut déduire de cette 
propriété une manière de mener une tangente à l’ellipse ou à 
l’hyperbole , par un point donné sur la courbe , mais sans la 
supposer décrite. 

On joindra le point donné M (fig. 47 ) et l’une des extrér 

i5 * 
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mités B du premier axe, l’autre extrémité B' dé cet axe et 
celle de la corde perpendiculaire qui passe par le point donné. 
Les deux droites BM , B' M' se rencontreront en un point IV, 
et si de ce point on abaisse une perpendiculaire Np sur l’axe, 
elle marquera le pied p de la tangente. 

Lavaleury'= — et la valeur^ — — qu’il est facile 

d’en déduire , prouvent que si l’on mène par le centre de la 
courbe donnée une droite au point engendré , cette droite 
rencontrera la perpendiculaire élevée à l’extrémité de l’axe , 
en un point dont l’ordonnée sera précisément celle du point 
générateur , et réciproquement. Nous verrons au paragraphe 
suivant une application de cette propriété. 

** ' 

113. Problème VI. Trouver r équation de la courbe 
chaque point jouit Je la propriété que la somme de ses 
tances à deux points fixes soit égale à une ligne donnée. 

Soient F et F' les points fixes (Kg. 48), etnommonsac la dis-» 
tance FF " ; supposons que M soit un certain point de la courbe , 
la somme des distances FJtfy F" M doit être égale à une ligne 
donnée que nous représenterons par aa. Abaissons du point M 
la perpendiculaire MP , prenons F' F pour axe des abscisses , 
l’axe des ordonnées perpendiculaire, et l’origine au milieu de 
la ligne F'F. Faisons MP— y, AP—x , FM=z, F'M—z, 
on aura 

» • ■ 

*'=y -f(c— x)*, + (c + x)’, z + z'=a a. 

En retranchant la première équation de la seconde , on trouve 
a'* — a* = i(cx ; 

ou, à cause de la troisième, et en observant que a'* — a J = 
(a' -fa) (a' -a), 

, 2C.C 

a 
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Comme on connaît maintenant la somme et la différence des 
quantités a, a', on trouvera 



Substituant la valeur de a dans la première équation, elle 
donne 

a % — a ex -+• - ■ —ÿ + c‘ — aex -4- x* , 

ou, réduction faite, 

cty* -f- (a 1 — c 1 ) x* = a a (a* — c*) . 

Or a est > c, puisque aa ou a -f- a' est nécessairement plus 
grand que ac ; donc cette équation est celle d’une ellipse , 
comme on devait s’y attendre , 

n3. Problème VII. Trouver Céquation de la courbe dont 
chaque point jouit de la propriété que la différence de ses 
distances à deux points Jixes soit égale à une ligne donnée. 

En opérant comme dans ]*t problème précédent , mutatis 
mutandis , on parvient de même à l’équation 

°Y + («* — c*) ** = O* (a* — c*) i 

mais comme on a a'<a-f-3c, il s’ensuit que a'— a<$c, et, 
comme par hypothèse a' — a = an , que a est < c ; a* — c* est 
donc négatif, et partant l’équation appartient à l’hyperbole. 

1 14- Problème VIII. Trouver l'équation de la courbe dont 
chaque point jouit de la propriété que ses distances à un point 
Jixe et à une ligne donnée soient égales entre elles. 

Soit Fie point Exe (fig.^q), DE la droite donnée qui rencontre, 
en C la perpendiculaire abaissée sur elle du point F. Prenons, 
pour axe des abscisses la droite FC , et l’origine au milieu de 
fÇ K en faisant FC=za t et l’axe des ordonnées étant toujours 
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perpendiculaire. Si le point M appartient à la courbe , la dis- 
tance MF sera égale à la distance Mm, ou si l’on abaisse l'or- 
donnée MP, on aura MF— CP. Or MF=. (x — a)’ t 
CP — a-f-x; donc 

y‘ + (x — a)‘ = (a+ x)\ 
ou , réduction faite , 

y — 4or = o, 
équation de la parabole. 

§ IL 

Construction des équations. 

1 1 5. Le principe général qui sert à la construction des équa- 
tions , consiste à considérer l'équation proposée comme le ré- 
sultat de l'élimination entre deux équations à deux inconnues. 
Chacune de ces dernières pouvant être regardée comme l’équa- 
tion d’une courbe il suit de ce que nous avons dit dans Ite • 
préliminaire (n°io), que les intersections des deux lignes 
feront connaître les valeurs des inconnues , et par conséquent, 
si celle de l’équation proposée a été prise pour l’abscisse , les 
abscisses des points de rencontre donneront les racines de cette 
équation. 

Toutes les fois qu’il n’est nécessaire d’employer quele cercle 
et la ligne droite, la construction est dite géométrique , et par 
conséquent tout problème peut être regardé comme résolu 
géométriquement, quand l'équation à laquelle il conduit est 
susceptible d’être construite par la ligne droite et le fcercle. 
Mais la solution devient mécanique , quand on est forcé d’em- 
ployer des courbes que l’on ne peut construire que par points. 
Cette différence tient à ce que la description du cercle peaV 
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itre regardée comme rigoureuse , tandis que celle dès autre* 
courbes ne l’est pas , du moins pour les points qui n’ont- pas 
été déterminés directement. Car le seul moyen que l’on ait 
de tracer en général une courbe , consiste à déterminer un 
certain nombre de ses points, plus ou moins rapprochés, et 
à joindre ces points par des arcs qui ne peuvent être consi- 
dérés rigoureusement que comme approchant de se confondra 
avec ceux de la courbe cherchée. 

Mais comme ce sujet n’est que d’une utilité très-secondaire i 
nous n’entrerons pas dans tous les détails qui pourraient êtra 
nécessaires pour le traiter d’une manière complète, et nous 
Aous bornerons à parler de la construction des équations des 
2 % 3* et 4* degrés, qui sont les seules que l’on puisse construire, 
du moins en général, par la description des courbes du second 
Ordre. 

nS. Comme une circonférence de cercle est toujours ren- 
contrée en deux points par une ligne droite , on conçoit d’avancs 
que le résultat de l’élimination entre l’équation du cercle et 
celle de la ligne droite, sera nécessairement du second degré, 
et que par conséquent toute équation du second degré sera 
constructible par le cercle. C’est ce que l’on trouverait effec- 
tivement en éliminant entre les équations 

ac* -f-y* = »■* et y — ax b , 

où r, a, b sont indéterminés, et comparant le résultat à 
l’équation x* -+• px 4- q = o. Mais on peut, d’une manière 
bien plus simple , construire directement l’équation du second 
degré. 

Nous remarquetons d’abord que le changement du signe 
de p ne faisant que changer le signe des racines , il est indif- 
férent , quant à la construction, de considérer l'équation... 

px -f- q = o , ou l’équation x* — • px -f- q = o. Nous ne 
parierons donc que de cette dernière. Or q lui-méme peut 
être positif ou négatif, et dans tous les cas (n*3o), iLpeut 
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être ramené au produit de deux ligues, et partant à un quarrê. 
Les deux seules formes d’équations qui doivent nous occuper 
sont donc les suivantes : 

x* — p r + <?’ = ° » x* — px — q* = o. 

On tire de la première 

g 1 = px — X* : 

of si l’on Considère (Gg. 5 o) un cercle AM B , dont le Centre 
Soit en O, et dont le diamètre soit p , en prenant l'origine à 
l'extrémité A du diamètre, son équation serait (chap. 3 , n* 69) 

y = px — x* ; 

ainsi la valeur de x est celle de l’abscisse de ce cercle qui 
correspond à l’ordonnée q. Il est aisé de conclure de là , que 
si l’on prend sur l’axe des ordonnées une partie Aq = q , et 
que l’on mène qMM' parallèle à AB , les parties qM, qM' 
sont les deux racines de l’équation proposée, 

La seconde équation donne 

q‘= x ' — pX, 

qui devient l’équation d’une hyperbole éqtiilatère dont l’axe 
serait. p , si l'on remplace q par y. La seconde remarque que 
nous avons faite au n* 111 ($ précéd.) , peut conduire d'une 
manière assez élégante à la construction , sans décrire d’hy- 
perbole. En effet (Gg. 5 i) , si l’on décrit, comme pour le cas 
précédent , le cercle dont l’équation serait y*=px — x l l où 
l’origine est toujours à l’extrémité du diamètre , il s’agirait de 
déterminer l’abscisse de l’hyperbole conjuguée qui correspond 
à l’ordonnée q. Or, d’après la remarque citée , si nous prenons 
sur l’axe AY l’ordonnée Aq = <7 s et que nous menions Oq t 
cette droite passera par le point générateur du point cherché 
de l’hyperbole ï comme il y a deux points de l’hyperbole qui 
ont pour ordonnée q , on trouve que la droite Oq rencontre 
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lé cercle en deux points m , m . On joindra ces deux points 
et l'extrémité B du diamètre par les droites Bm , Bm' qui 
passent par les points cherchés ; mais d'ailleurs ces mêmes 
points doivent se trouver sur la droite menée par le point q 
parallèlement à l’axe ; donc si cette droite rencontre en M et 
M’ [les droites Bm, Bm! , M et M' seront les deux points 
de l’hyperbole, et même il est évident que qM et q 3 t sont 
les deux racines cherchées ; elles sont de signes contraires , 
comme l’exige l'équation. 

Nous n’avons présenté cette construction que parce que son 
analogie avec la première la rend assez intéressante , car il 
est manifeste que la droite Oq donne directement la solution 
du problème. On a, en effet, (Géorn.) qm.qm' -=Aq x f or 
mm' étant un diamètre , on a mm! ~p,et qm = qm! — p , 
d’où en faisant qm! = x , x x — px — q*. Ainsi qm! est une des 
racines, et qm est égal à l'autre, au signe près. Il serait facile 
au reste de démontrer sur la figure , que les triangles Mqm , 

M'qm! sont isoscèles. 

117. L’équation Complète du troisième degré est * 

x 3 + px* + qx + r=o, 

où q est du second degré , et r du troisième. Si l’on suppose 
x*=.ky , y étant une nouvelle inconnue et k une quantité 
arbitraire , mais regardée comme constante , l'équation pro- 
posée deviendra 

Uxy + pk y -j- qx -f* r — o. 

Ainsi cette équation peut être regardée comme le résultat de 
l’élimination entre les deux équations à deux inconnues 

hxy + pky qx + r = o et x* = Ay; 

la première est celle d’une hyperbole rapportée à des axes 
parallèles aux asymptotes, et qui sera par conséquent équi- 
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latère , *i les axes sont rectangulaires : 1a seconde est , dân* 
la même hypothèse , l’équation d'unè parabole dont le som-> 
met,est à l’origine , et dont l’axe principal est dirigé suivant 
l’axe des ordonnées. 

Le coefficient k étant arbitraire, on pourra en disposer de 
manière à simplifier l’équation , pourvu cependant qu’on ne 
le fasse pas nul , car Cette hypothèse n'est pas permise par 
l’équation x*zazky.' 

Le plus souvent, au lieu d’opérer directement sur l'équation 
du’troisièrue degré , on la fait monter au quatrième en mul- 
tipliant par x : on introduit ainsi la racine x = o, que la 
construction doit reproduire , mais dont alors on ne tient pas 
compte. Ainsi nous passerons au quatrième degré. 

118. L’équation complète du quatrième dégré étant 

x* •+• px? -f- qx* -f- rx “f* s = o , 

* • 

si l’on fait, comme au n° précéd . , x' — ky , et observant que 
x* = (x*)* et x 1 = x a .Xj elle devient 

k Y +j’kxy + qx , + rx + s=o.... 

équation qui appartiendra à l’ellipse, à la parabole ou à l’hy- 
perbole , suivant qüe />=&* — 4 qk*, ou , ce qui revient au même, 
suivant que p a — 4<7 sera né|atif , zéro ou positif. 

Si dans l’équation ( A ) on remplace x* par ky, elle devient 

*y+^*y + ?*y + rx + r = o.... (fi) 

qui appartiendra à l’hyperbole, à moins qu’on n’ait p = o, 
• cas auquel elle appartiendrait à la parabole. Mais si p = o , 
l’équation (A) peut toujours être ramenée à celle d’un cercla 
ou d'une hyperbole équilatère, en prenant k‘=qi ou £*=— -q t 
suivant que q est positif ou négatif. On aurait alors 

y. tx> + r -x + s - = o t , 
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qui peut se mettre sous la forme 



4 -?* 


(O 


équation d*u g cercle ou d’une hyperbole équilatère dont le centre 
est sur Taxe des abscisses à une distance ^ de l’origine, et dont 

le diamètre est Or.on sait que l’on peut toujours 

faire disparaître le second terme d’une équation , et par consé- 
quent on peut supposer dans tous les cas pz=g. Donc la cons- 
truction d'une équation du quatrième degré peut être ramenée à 
ne dépendre que d’un cercle et d'une parabole , ou d’un cercle 
et d’une hyperbole équilatère, en employant l’équation (A) 
et l’équation x 3 = ky. Elle peut être ramenée à ne dépendre 
que de deux paraboles , en remplaçant l’équation (A) par 
l’équation (JB). 

On peut encore mettre l’équation x*-f- -px^+qx^-^rx-i-s—o 
sous la forme 

( asc» 4. pac + q Y— p 3 * 3 — a (pq — ar)x — (9*— 4*) = o , 


et si l’on pose 
elle devient 


i 

ax*-fp* + q=Ay, 


k*y % — p 3 x 3 — a (pq — a r) x — (q* — 40 = o. 

La première de ces équations appartient à une parabole dont 
4 ’axe principal est sur celni des ordonnées, mais dont le sommet 
n’est pas à l'origine ; la seconde est celle d’une hyperbole , 
que l’on peut rendre équilatère en prenant It = p. Mais si l’on 
suppose p — o , les équations précédentes deviennent 

a®* — hy -f- <7 = 0, 

Ay + — (< 7 * —40 = 0 , 

et chacune d ’ellei appartient à une parabole. 

îG 
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Si l'on ajoute cea équations, on trouve 

ky -f- ox* éy -f- -f- q — q* + 4 * = o , 

qui deviendra celle d’un cercle , en prenant k‘ = a , et que 
l'on pourra combiner avec l’une des deux autres^ Quand on 
a r = o, la seconde se réduit à A 

ky = q'- 4 s 

qui détermine entièrement y , «t la première doane alors la 
valeur de x. Ce résultat n’est pas étonnant , puisque l’équa- 
tion proposée est, dans ce cas, 

x 4 ■+• qx* -f- j = o , 

et peut se résoudre à la manière du second degré. 

119 . Supposons , pour donner un exemple , que l’o» propose 
de construire les racines de l’équation 

4x 3 —3r*x -f- qi* = o, 

qui donne la trisection de l’angle dont le sinus est MP=iq, 
dans le cercle MM M“ (fig. 5a) dont r est le rayon (Trig. n“ 1 9 ) 
ri l’on y fait directement x* = ky , elle devient 

4fcçy — 3r*x -f- qr* = o , 

ou, en prenant kr=r, 

4xy — 3rx -f <jr = o et x* = ry. 

La première équation appartient, comme noua l’avont déjà 
dit, à une hyperbole. Elle donne 



Ainsi (n*36) l’une des asymptotes, qui est parallèle à l’axs 
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des x, en est située à la distance j r , c'est-à-dire, que si 
nous prenons le centre A pour origine, il faudra porter sur l’axa 
des ordonnées une distance Ao égale aux trois quarts du rayon ; 
la droite sos' , menée parallèlement à AX, sera l'asymptote, 
l’autre asymptote a pour équation x = o ; ainsi elle se con- 
fond avec l’axe des ordonnées; le point o est donc le centra 
de l'hyperbole. Or d'après ce que nous avons vu (n* ag), il suffit, 
pour décrire cette courbe, de connaître un de ses points, quand 
on a les asymptotes ; et si l’on suppose x = Ap ■=. q , on trouv a 

Ce point une fois déterminé, on décrira facilement 

l’hyperbole par le procédé du n* cité. 


La seconde équation appartient à une parabole rapportée à 
son axe dirigé suivant AY , et qui a pour paramètre le rayon 
du cercle : on décrira facilement cette courbe ; elle rencon- 
trera la partie inférieure de l’hyperbole en deux points , et la 
partie supérieure en un seul; les abscisses Ap ' , Ap " , Ap” de 
ces trois points seront les trois valeurs de x. 


En faisant monter l’équation Jx 3 — 3r*x -f- qr* = o au qua- 
trième degré , elle devient 

4jc* — 3 r“x* -f- qi*. c ~ o : 

i*. Sj^ l’on y fait x* = ky , on en déduit 


4^ J _y* — 3r“x’ -f- qr'x = o , 


équation d’une hyperbole rapportée au premier axe et au 
sommet , et qui devient celle d’une hyperbole équilatère , si 
l’on prend = 3r*j on a, dans ce cas. 


y*— x»-f | x = o. 

On décrira cette hyperbole avec facilité , surtout après avoir 
déterminé les asymptotes, d'autant plus que l'on connaît un 


244 APPLICATION DE L’ALGÈBRE 

point de la courbe , le centre du cercle qui sert d’origine. 

Onant à la parabole , elle est de même que tout-à-l’heure 

X . . ! r %/3 i 

rapportée à son axe principal; et comme k = le pa- 

ramètre de cette parabole est moitié du côté du triangle équi- 
latéral inscrit : nous ne nous arrêterons pas au cas où la cons- 
truction dépend de deux paraboles, et, pour abréger, nous 
passerons sur— le— champ à celui du cercle, 
a*. L’équation 

4x4 — 3r*x* -f qr*x = o 


peut se mettre sous la forme 

(4c 1 — 3r*)* + 4qr*x — 9^ = o , 

qui donne 

It*y* -f 4qr°x — gr 4 = o , en faisant 4 ar * — 3r* = /ry ; 

si l'on multiplie la seconde de ces équations par r* , pour établir 
l'homogénéité, et qu’on ajoute, elles donnent 

ky 4. 4r*x* — kr*y + 4qi*x — tar 4 = o ; 

ou, en prenant It~ar,^et divisant par 4r* » 

y + s* -~ T -y + qx — 3r“ = o. 


équation qui peut se mettre sous la forme 

et qui par conséquent appartient à un cercle dont le centre 
a pour coordonnées x = — ^ , y et dont le rayon est 

ivW+49'*)* * . 
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valeur facile à construire. Cette équatipn doit être combinée 
avec l’une ou l'autre des deux dont elle résulte par l'addition : 
elles appartiennent toutes deux à la parabole , et l’hypothèse 
h r= ar les réduit à 


y'+ qx — ïr a = o, 
4 




La parabole que donne la première a pour axe l'axé des 
abscisses , et comme en faisant y = o , on a 1= le 

J 4 <? 

sommet est facile à trouver; le paramètre est d’ailleurs q, 
c’est-à-dire le sinus donné lui-même. La parabole que donne la 
seconde a au contraire pour axe l'axe des ordonnées ; en faisant 
3 r 

y=o, on trouve x = — , le sommet se détermine sans construc- 
J a 

tion, et le paramètre est égal à la moitié du rayon. On voit qu'il 
y a quelque avantage à employer la seconde ; cet avantage devien- 
drait bien plus grand, si l’on avait plusieurs arcs à couper en trois 
parties égales, puisque l’équation X*— ;ry-— | r*=o, ne dépen- 
dant point de q, la parabole ne changerait point pour les différens 
arcs. Au reste cet avantage se* retrouve également dans les 
constructions données par l’hypothèse x* = ky , mais dans la 
dernière U courbe variable est un cercle. 

îao. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet, et nous 
finirons en observant que l’on parviendrait au même résultat, 
en construisant la courbe donnée par l'équation proposée , 
dans laquelle on mettrait une inconnue y au lieu de zéro dans 
le second meinbre. Par exemple, l’équation x 3 -J - px -f- q = Q 
devient 

x 3 + px -f 9 ; 

et si l’on suppose tracée la courbe à laquelle appartient cette 
équation, aux points où elle rencontrera l’axe des abscisses , on. 
aura y = o, et par conséquent 

* 3 +P* + <7 = ° i 
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Ce procédé a l'avantage de s'appliquer à une équation de degré 
quelconque. 

La considération de cette famille de courbes analogues à 
la parabole , et qu’on appelle pour cette raison courbes para- 
boliques , peut contribuer à éclaircir la théorie des équations. 
On voit en effet que quelque valeur positive ou négative qu« 
l'on attribue à x , la valeur de l’ordonnée sera toujours réelle ; 
si donc en attribuant à x une valeur x' , celle de y est 
positive, et qu'en attribuant à x une autre valeur af , celle 
de y soit négative, il y aura un point de la courbe au-dessus 
de l'axe , et un point au-dessous ; et comme cette courbe est 
continue , elle devra nécessairement couper l’axe dans l’inter- 
valle des deux abscisses. Donc 1 équation aura au moins une 
racine réelle entre x' et x' ; mais ,il est également facile de 
reconnaître que dans la même hypothèse la courbe peut 
rencontrer un nombre impair de fois , tandis que si les résul- 
tats étaient de meme signe , la courbe ne rencontrerait point 
l’axe , ou la rencontrerait un nombre pair de fois ; donc , sui- 
vant que les résultats seront de même ou de différent signe , 
le nombre des racines sera pair ou impair. 

On pourrait déduire de cesconsidérations d’autres théorèmes 
du même genre *, mais comme elles sont étrangères à notre 
sujet , nous ne nous y arrêterons pas. ^ 
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Exemples de la discussion des équations. — Identité 
des courbes du second ordre avec les sections co- 
niques. 

Discussion de quelques équations. 


/,) (EoiQü’lL soit facile d’appliquer à une équation par- 
ticulière donnée les raisonnemens du § I", cba P; H, nous 
avons pensé qu’il ne serait pas inutile d’offrir ici quelque» 
exemples de cette discussion, Sautant plus qu’après avoir ac- 
quis une connaissance plus complète des propriétés es cour e» 
du second ordre, U est possible de tirer de ces connaissance» 
un parti avantageux pour déterminer d’une manière pr cise 
leur position, et souvent pour les décrire , sans cesser de con- 
sidérer l’équation telle quelle a été proposée. Nous remar- 
querons avant tout , que les transformations que noui.avons 
employées au n° 3i , reviennent au fond à la résolution do 
l’équation, et nous n’avons choisi cette marche pour le calcul, 
qu’afin d’éviter la complication des radicaux ; mais on peut , 
si on le trouve plus commode dans les exemples particuliers , 
appliquer directement la resolution de 1 équation. 

(a). Soit l’équation 

y* + + ** *f* > + x + , = o'> 

sn la multipliant par 4 , elle pourra se mettre sous la forma 
(ajf + x -f O* + 3** + ax -f 3 = o. 
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et multipliant encore par 3 , sous la suivante : 

3 (ay -f * + i)» + (3* + »)» + 8 = o. 

Comme aucune hypothèse ne peut anéantir cette équation , 
«lie est absurde et ne représente rien. 

(3). Soit a°. l’équation 

4y* -J- 8 xy -f- 8 x“ -f- 8 y -f- 36x -f- 53 = o : 
elle se met d’abord , sans aucune préparation , sous la forme 

4 (y + * + 0 , + 4r* + a8x+ 4q = o; 

or on voit encore que 4x* + 281 -f- 49 est I e qnarré de 
a.r -f- 7 ; donc cette équation peut se mettre sous la forme 

4(_y + x+0‘ + (ax-f- 7 )‘=°s 
et comme on ne peut y satisfaire qu’en posant à-la-fois 
y - fi+i = o et ax + 7 = o , 

d’oè l’on tire x = — § , et partant y = | , il s'ensuit que la 
proposée ne donne qu’un point 

(4). Soit 3°. l'équation 

5y* -f- 4xy •+■ Sx* — 3y — • 5x — a = 0 ; 

«n la multipliant par 4-3= ta, elle se met sous la forme 

(6y -f- 4 * — 3)* -f- aox* — 36x — 53 = 0 : 

comme ao et 36 sont divisibles par 4 » il suffira de multiplier 
par 5 pour transformer cette dernière équation en 

5 (Gy -f- 4x — 3)* -f- (iox — 9 )*— 246 = 0 . 

On tire de là, par la résolution, 

% 
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Cette valeur de y ne sera réelle qu’autant qu’on aura. ..... 

(îox — 9)* = a 46 , ou <[ 246. L’équation ( tox — 9)*=: 2.46 
donne 

_ g±l /&46 
x_ To ’ 

dont une des valeurs est positive , et l’autre est négative ; 
représentons-les par <t et — 0 , le polynôme (îox — g)*—' •4*> 
sera égal à (x— <e) (x + £) . Or comme il doit être négatif, 
s'il n’est pas nul , il est manifeste que les valeurs positives 
de x devront être prises plus petites que a. , et que les va- 
leurs négatives devront être prises plus petites que 0 ; donc 
la pourbe est limitée dans le sens de l’axe des abscisses ; la 
plus grande valeur du radical est y/u46 '> ainsi elle est limitée 
également dans le sens de l'axe des ordonnées , la courbe est 
donc une ellipse. Le diamètre qui coupe en deux parties égales 
les cordes parallèles à l’axe des ordonnées , a pour équation 



ainsi il fait avec celui des abscisses un angle dont la tangente 
est — 5, et l'ordonnée à l’origine est j. L'ellipse rencontre ce 
diamètre aux points dont les abscisses sont 

9+1/345 et 9—1/346 

10 10 * 

• 

les ordonnées de ces points sont faciles à calculer , et partant , 
la longueur du diamètre. Si l'on cherche l'ordonnée qui coupe 
ce diamètre en deux parties égales , c’est-à-dire celle qui cor- 
respond à la valeur de x donnée par l'hypothèse x = •£, on 
en trouve deux , et leur différence donne le diamètre conjugué 
(n° 4 °). D’ailleurs l’angle de ces deux diamètres est le com- 
plément de celui que fait le premier avec l'axe des abscisses, 
et partant il a pour tangente f . On connaît donc deux dia- 
mètres , et l’angle qu'ils font entre eux ; il est facile , d'après 
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cela , (n° Go. S*.) de calculer la longueur et la direction de* 
axes principaux. 

(5). Soit l’équation 

l 

y -f- ory -f- x* -f *y + x -f 3 = o; 

elle peut te mettre sous la forme 

♦ 

{y + * + i)* — x + a =s o, 

d’où l’on tire 

y s: — x — î rt \/(x — 2) ; 

» 

tant que l'on prendra x négatif, ou positif pins petit que a, 
l’ordonnée sera imaginaire ; la courbe ne commence donc 
qu’au point où x = a, qui donne _y = — 3. Toute autre valeur 
de x donne une valeur réelle pour y. Le diamètre qui coupe 
en deux parties égales les cordes parallèles à l’axe des ordon- 
nées, a pour équation 

y = — x — i , 

et rencontre par conséquent cet axe au point dont l’ordonnée 
est — i , en faisant un angle de 5o° (nouvelle division), et 
la courbe qui est , comme on le sait , une parabole , s’écarte 
de plus en plus de ce diamètre tant en dessus qu’en dessous. 
D’ailleurs l’ordonnée qui correspond à l’abscisse a est tangente, 
et le diamètre fait avec elle un angle de 5o°; l’équation de 
cette parabole rapportée au diamètre et à la tangente , sera 
(n* 96) de la forme 

u* = 4mf , 

dans laquelle il ne reste qu’à déterminer m. Or si l’on fait 
x = 3, on a pour les ordonnées correspondantes de la courbe, 
y = — 3 et y = — 5. La moitié de la corde est égale à 1 , et 
la partie du diamètre interceptée se calcule facilement, et 
se trouve égale à |/a ; cette partie est la valeur de t, tandis 
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que la demi-corde est la videur correspondante de u ; on aura 

donc i — /jmj/a, ou Une fois que m est connu, 

il est facile de calculer les élémens nécessaires pour déter- 
miner l’axe principal et l'équation de la courbe rapportée à 
cet axe. ( Voyez n° 98.) 


(6). Nous ne nous arrêterons pas ainsi successivement à 
tous les cas qui peuvent se présenter, et nous finirons par con- 
sidérer les deux équations 


y* + ay — ax* — x -+■ 3 =o , ’ 
a xy — 3 y — 4 x + 7 = 0 î 


la première multipliée par 4 peut se mettre sous la forme 
(ay -f- x)* — gx* — 4 X + n — o, 
et ensuite , en multipliant par g , sous la suivante : 

9 (aj 1 qgP* — (9^ + a)* + ‘ 1 a = o, 

on reconnaîtra' facilement que la courbe est une hyperbole. 
Le diamètre a pour équation 


y— 




et le conjugué parallèle à l’axe des ordonnées rencontre celui 
des abscisses au point dont l’abscisse est x — — J- i la courbe 
est rencontrée par le premier. On pourra calculer la longueur 
de celui-ci, regarder comme réelle la longueur imaginaire que 
le calcul donnera pour l’autre, et en achevant comme pour 
l'ellipse, on obtiendra l’équation de l’hyperbole rapportée à 
deux diamètres conjugués , et de là on pourra trouver les axes. 

Mais on peut, comme on l’a vu (n° 34 ) , déduire de l’équa- 
tion proposée celle des asymptotes. En divisant par (gx+ a)’, 
on trouve 

/ay -4- x\* lia, 

9 \gx -M/ (gx + a)* ~ *’ 
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Or plus on augmente la valeur <te x , plus le dernier terme 
212 

(9X -f- à)* c ^' lu ’ nue > sorte q ue l’équation approche sans 
cesse de devenir 


qui donne 

ay-f x 


jx+a 




■ x ±. ; 


équation des deux asymptotes. La première fait un angle dont 
la tangente est 1 , c’est-à-dire un angle de 5 o°, et la seconde 
un angle dont la tangente est — a. On trouvera facilement 
que l’angle quelles font entre elles a pour tangente ....... 


1 — a.i 


La seconde équation donne 
_ 4 * — 7 __ 


y— 


ax — 3 


= a ■ 


% . 

ax — 3 ' 


elle appartient encore évidemment à l’hyperbole , et les asymp- 
totes qui sont parallèles aux axes ont pour équations 

y = a, ax = 3 . 

D’ailleurs l’équation de la courbe donne y = 1 , pour x = a ; 
ainsi l’on pourra la construire par la propriété du n°. 89. Si 
l’on partage l’angle des asymptotes en deux parties égales, on 
aura la direction du premier axe. 

Identité des courbes du second ordre avec les sections faites 
par lui plan dans un cône quelconque circulaire. 


(7). On sait parla Géométrie, que l’on doit entendre par 
surface conique, celle qui est engeadrée par une droite us~ 
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freinte à passer par un point fixe , et qui glisse Sur une courba 
nommée directrice; la droite prend le nom de génératrice. Le 
cône est dit circulaire, quand la génératrice est un cercle. Le 
point fixe est le centre de la surface , et les deux parties qui 
sont opposées se nomment nappes. 

On démontre en Géométrie, que toute section faite dans un 
cône circulaire , par un plan qui passe par le centre , est le 
système de deux lignes droites , tandis que celle qui est faite par 
un plan parallèle à la circonférence directrice , est un cercle. 

Soit le cône SAB (fig.53,54, 55), et ANBN' la circonfé- 
rence directrice, que GH soit l’intersection du plan coupant avec 
celui de la directrice ; si l’on mène par le centre C de cette der- 
nière un diamètre BCAK, perpendiculaire sur GH, le sommet S 
et le diamètre AB détermineront un plan qui coupera le cône 
suivant les droites SA ,SB,et le plan coupant suivant une droite 
KD, D étant un certain point de la section conique. Cela posé, 
si dans le plan SAB , et par le point D, on mène une droite 
DI parallèle à l’arête SA , il peut arriver trois cas : le point 1 
peut être à la droite du point K, se confondre avec lui , ou 
la laisser à sa droite. _ x 

i*. Si le point / est à droite du point K (fig. 53), la droite 
DK rencontrera l'arête SA en un certain point E, le plan 
traversera la nappe inférieure de la surface conique , et il est 
d’abord évident que l’intersection sera une courbe fermée. 
D’ailleurs si par un point M de cette intersection , on mène 
un plan parallèle à celui de la directrice , il coupera la sur- 
face conique suivant une circonférence de cercle , le plan SAB 
suivant la droite ab qui sera un diamètre , et la section en un 
autre point M' . $i P est l’intersection du diamètre ab et de 
la droite DE , les trois points M , P, M' seront évidemment 
en ligne droite , puisqu'ils se trouvent tous les trois à-la-fois 
dans le plan de la section et dans le plan circulaire : la droite 
MPM' est aussi perpendiculaire à ab , puisqu’elles sont res- 
pectivement parallèles à GH et BK ; et comme , d’après cela , 
on a MP — M'P , et que la même chose aurait lieu , quelque 

/ 
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part que fût mené le plan circulaire , il s’ensuit que DE est 
un diamètre de la section conique. Mais par la propriété du 

cercle on a MP — aP.bP, et il est facile d’en déduire l’équa- 
tion de la courbe. Si l'on prend en effet l’origine au milieu O 
de la droite DE que nous représenterons par am, que l'on 
fasse OP — t, MP— u, on aura EP = m-\-t, DP—m—t. 
Les triangles semblables aPE , AEK , donnent 

ÀK 

aP'.EP \\AK‘EK , d'où aP = ~(m+t). 


Les triangles semblables DPb , DKB donnent 

bP : DP y, BK : DK , d'où bp=~(m~ Q, 
«t partant 

, AK.BK , 

U EK . DK ^ ~~ 1 *' 


Or AK , BK , EK , DK sont des quantités connues et calcu- 
lables, et l’équation précédente est celle d'une ellipse rapportée 
à deux diamètres conjugués , donc la section est une ellipse. 

Si l’on avait AK . BK — EK.DK, et que GK fût per- 
pendiculaire sur BK, l'équation deviendrait 

u*=m* — t’, 

et les coordonnées étant rectangulaires, elle appartient à une 
circonférence de cercle. Or l’bypothèse AK.BK = EK.DK 
donne la proportion AK l EK DK : BK ; ainsi les deux 
triangles EK A, DKB ont un angle égal compris entre des côtés 
proportionnels, par conséquent ils sont semblables, et l’angle 
AEK est égal à l’angle B ; donc aussi l'angle SED est égal à 
l’angle B , c’est-à-dire, que les droites AB et DE sont ca 
qu'on appelle anti-parallèles. La condition que GH soit per- 
pendiculaire sur DK , exige que GU soit perpendiculaire sur 
le plan SAB , et par conséquent que le plan de la directrica 
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le soit sur ce premier , ou plutôt que le plan SAB soit per- 
pendiculaire sur celui de la directrice. Le plan SAB doit dono 
Être celui qui passe par la perpendiculaire abaissée du sommet 
sur la directrice : ce plan une fois déterminé, si l’on élève 
une perpendiculaire sur le diamètre AB par un point quelconque 
situé à la gauche du point /, et que par le point K on mène, dans 
le plan SAB, KD anti-parallèle à AB, le plan déterminé par les 
droites CH et KD coupera le cône suivant un cercle : il est 
évident que toutes les autres sections analogues seront fournies 
par des parallèles à celui-là. 

fl°. Si le point I se confond avec le point K (fig. 5 4 ) , I a 
plan coupant ne rencontrera pas la nappe supérieure du cône : 
en effet il est parallèle au plan mené par l’arête SA et par 
la droite qui touche la directrice au point A , et ce dernier • 
plan, que l’on nomme plan tangent, n’a évidemment de corn-, 
mon avec le cône que la droite AS A ", donc aussi le plan 
coupant ne traverse pas la nappe inférieure du cône ; d’où 
l'on peut voir que la section est une courbe indéfinie dans un * 
«ens. Si l’on fait la même construction que dans le cas pré- 
cédent, on aura de même MP — aP .bP\ prenant l’origine 
au point U , et taisant DP = t , on aura d’abord AP = AK ; 

•t ensuite les triangles semblables DPb , DKB donnent 

D rr 

bP:DP::BK:DK , d’où 


et partant 


AK .BK t 


équation d’une parabole rapportée à un diamètre. 

3°. Si le point / est à gauche du point K (fig. 55), la 
droite DK prolongée rencontrera nécessairement le prolon- 
gement SA de l’aréte SA en un point E , et partant le plan 
conpant rencontre les deux nappes du cône ; et comme dans 
ce cas il ne peut traverser ni l’une ni l’autre , on peut voir 
d’avance que 1a section est une courbe composée de deux 


* 
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parties séparées qui s'étendent à l'infini. D'ailleurs en faisant 
toujours la même construction , prenant l’origine au point O 
milieu de DE -, faisant DE = am , OPsst, MPt=u , on a 
u* = aP.bP\ et les triangles semblables aEP , aEK d’un* 
part, bDP , BD K de l’autre, donnent 

aP : ep :: AK : ek, bp : dp :: bk : dk. 


d’où, puisque EP — 1 , DP — t—m , 

\ 

+ bP — jjg-Q — m) , 


et partant 


, AK.BK 
U ~ EK. DK 




< 


équation d’une hyperbole rapportée à deux diamètres conju- 
gués. 
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